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Johannes Picht. Über den Schwingungsvorgang, der einem 


(astigmatischen) Strahlenbündel entspricht . 


Die Redaktion der Annalen wird von den umseitig genannten Herren. 
besorgt. Den geschäftlichen Teil hat Herr Geh. Hofrat Prof. W. Wien — 
übernommen, an den auch Manuskripte zu senden sind. Seine Adresse 
ist: München, Kolberger Straße 16. 


Es wird gebeten, die Manuskripte druckfertig einzuliefern und in 
den Korrekturen den beim Druck für sie verwendeten Raum nicht zu 
überschreiten. 


Für die Aufnahme von Dissertationen gelten besondere Bien 
welche vom Verlag bekannt gegeben werden. 


Die Verlagsbuchhandlung liefert 100 Sonderabdrticke jeder Arbeit 
kostenfrei. Falls ausnahmsweise mehr gewünscht werden, so muß dies 
bei Rücksendung des ersten Korrekturbogens an die Druckerei auf dessen 
erster Seite bemerkt werden. Alle anderen, die Sonderabdrücke betreffen- 
den Mitteilungen bittet man an die Verlagsbuchhandlung zu richten. 

Mitglieder der Deutschen Physikalischen Gesellschaft können die” 
Annalen zu einem Vorzugspreis beziehen. 


Anderweitiger Abdruck der für die Annalen bestimmten Abhi 
lungen oder Übersetzung derselben innerhalb der gesetzlichen Schutzfri 
ist nur mit Genehmigung der Redaktion und Verlagsbuchhandlung gestattet. 

Die Zeichnungen sind in möglichst sorgfältiger Ausführung den 
Abhandlungen auf besonderen Blättern beizulegen (nicht in das Manu- 
skript selbst einzuzeichnen). Da die Figuren fortan möglichst in den ~ 
Text eingefügt werden sollen, ist die Stelle des Manuskriptes recht genau 
anzugeben, wo sie hingehören. 

Zitate sind am Rande oder unten auf den Seiten des Manuskripte 
(nicht in dem Text selbst) und zwar möglichst in der in den ,,Fortsch: ‘ 
der Physik“ üblichen Form mit Angabe des Namens und Vornamens, ” 
der Band-, Seiten- und aufzuführen. 
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NALEN DER PHYSIK. : 


VIERTE FOLGE. BAND 77. 


1. Uber den Schwingungsvorgang, 
der einem beliebigen (astigmatischen) 
Strahlenbündel entspricht‘); 


att 


Einleitung. 
Ih den Annalen der Physik hat Debye 2) mathematisch 


für einen räumlichen und einen ebenen Strahlenkegel gegeben, 
d.h. für die Fälle, in denen ein Brennpunkt bzw. eine Brenn- 
linie auftritt.?) 

Der Grundgedanke der Debyeschen Arbeit ist folgender: — 
der das Lichtbündel begrenzende Schirm wird in unendliche 
Entfernung gelegt. Hier lassen sich mit hinreichender Ge- 
Bauigkeit die Oberflächenwerte der der Schwingungsgleichung 
genigenden Funktion u richtig angeben. Es wird nunmehr 
dass Huyghenssche Prinzip in der Kirchhoffschen Formu- _ 
lerung angewandt (vgl. $1). Für die Kugelwelle ergibt sich 
#0 für den Wert up der Funktion u im Aufpunkte P ie ts 

WO Zp, yp, Zp die Koordinaten des Aufpunktes P, 2 der 
fäumliche Öffnungswinkel des Strahlenkegels und «, ß, y die 
YOR Zp, yp, zp unabhängigen, von 2 abhängigen Richtungs- 
Winkel des vom Koordinatenursprungspunkte, dem Brenn- 


“ 1) Auszug aus der Berliner Inaugural-Dissertation 1925 und gleich- 
@itig Erweiterung meiner von der philosophischen Fakultät der Friedrich- 
Wilhelms-Universität zu Berlin am 3. August 1924 preisgekrönten Arbeit. 
Am 30. Oktober 1924 durch Hrn. Professor Dr. M. v. Laue in der _ 
Preußischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, auszugsweise vor- — 
getragen. 
2) Ann. d. Phys. (4) 80. S. 755. 1909. 
8) Vgl. auch M. v. Laue, Wellenoptik, Enc. d. math. Wiss. 5, 3, _ 
Artikel 41 (S. 439). 
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_ dem Oberflächenelement do der Einheitskugel sind. 

Für das ebene Strahlenbündel, das in einem Brennpunkte 
konvergiert, — räumlich betrachtet: für die Kreiszylinderwelle, 
die in einer geraden Brennlinie konvergiert, — erhält Debye 
den Ausdruck 


(2) up = 


“ AuBerdem gibt Debye noch die Formel 


of die fiir ein ebenes Strahlenbiindel gilt, das nicht einen Brenn- 
punkt, sondern eine in der. betreffenden Ebene liegende Brenn- 
linie, eine sogenannte Kaustik, besitzt (vgl. $ 4). 
i Im Anschluß an die genannte Arbeit von - Debye soll 
: ee eine strenge Lösung der Schwingungsgleichung für ein’ be- 
liebiges astigmatisches Strahlenbündel gesucht werden, 
A aS a Die im Aufpunkte P vorhandene Lichtintensität ist in 
un allen Fällen dem Quadrat von up proportional gesetzt, eine 
ae Annäherung, die in $ 9 durch Übergang von u, zu den Feld- 
vektoren © und © näher begründet wird. 
a Nachdem die vorliegende Arbeit in ihrem wesentlichsten 
ae Teile fertiggestellt war, erschien eine Arbeit von J. Fischer’), 
Br, in der die von Debye gegebene Formel (8) nochmals abgeleitet 
wird und sodann das hier auftretende Integral für den spe- 
 giellen Fall,'daß die Brennlinie (Kaustik) des Strahlenbiindels 
_ Evolute einer Parabel ist, nach der Methode der Sattel- 
punkte?) ausgewertet wird.?) 


1) Ann. d. Phys. (4) 72. S. 353, 1923 (Münchener Dissertation). 

N 2) Vgl, L. Brillouin, Ann. scient, de l’&cole norm. sup. I, 88, 
A 17, 1916; ferner auch: B. Riemann, Ges. math. Werke, 8, 400, 
Leipzig 1876; P. Debye, Math, Ann. 67, S. 535, 1909; Sitzungsber. d. 
a bay. Akad. d. Wiss. 1910. S. 3. 

ae 3) Vgl. zu dem Thema der vorliegenden Arbeit außer der bei 
_ J. Fischer u. P. Debye genannten Literatur noch: R,. Straubel, 
Theorie der Beugungserscheinungen kreisförmig begrenzter, symmetrischer, 
_ nichtspharischer Wellen, Habilitationsschrift München 1893 und J, Wil- 
sing, Über den Einfluß der sphärischen Abweichungen der Wellenfläche 
auf die Lichtstärke -von Fernrohrobjektiven (Publ, d. MPOER Observ., 
Potsdam 15. St. 4, 1903). 
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Über den Schwingungsvorgang usw. 


Ein unendlich schmales Strahlenbündel hat als Kaustik 
zwei (gerade) Brennlinien in zwei zueinander senkrechten 
Ebenen durch den Mittelstrahl. Der Winkel zwischen diesem 
Strahl und den beiden ausgearteten Kaustiken kann verschie- 
dene Werte annehmen. Wir behandeln zunächst den einfachsten 
Fall, daß beide Kaustiken auf dem Mittelstrahl senkrecht 
stehen, und betrachten zu diesem Zwecke ein Strahlenbündel, 
dessen. Wellenfläche (Fläche gleicher Phase) gegeben ist durch 
die Gleichung 


(1) VIVe+a%+3 +z2+a=R 

wo z, y, 2 kartesische Koordinaten sind, Siege 

Die durch Gleichung (1) dargestellte Fläche ist eine Ro- 
tstionsfläche, die entsteht, wenn man den Kreisbogen 

(2 — a)? + 22 = (R — a)? 

der x z-Ebene, dessen Radius gleich (R — a) und dessen Mittel- 

punkt der Punkt (+a, 0, 0) ist, um die Gerade (y= 0; 

=-—a) rotieren läßt. Sie genügt der Eikonalgleichung!), 


d.h. es ist byob x 
aR\: (öR\:, (aR 
5 + + (32) 


Die Flächenschar (1) ist also eine im Sinne der geo- 
metrischen Optik mögliche Schar von Wellenflächen. Sie ent- 
spricht einer astigmatischen Welle (— im engeren Sinne —), 
d.h. einem räumlichen Strahlenbündel, das in zwei Brenn- 
lnien konvergiert. Die Rotationsgerade bildet die eine (zur 
Achse parallele) Brennlinie, während der vom Mittelpunkt 
(+a, 0, 0) des rotierenden Kreises beschriebene Kreisbogen) _ 
der anderen (in der x y-Ebene liegenden) Brennlinie entspricht, — 
die bei kleinem Öffnungswinkel des Strahlenbündels gleichfalls 
(in erster Näherung) als Gerade aufgefaßt werden kann und 
der y-Achse parallel läuft. Die beiden Brennlinien des Strahlen- 
bündels schneiden also die x-Achse des Koordinatensysttems 


1) Vgl. H. Bruns, Abhdlg. d. Königl. sächs. Ges. d. Wiss. Leipzig, — 
Math.-phys. Kl. 21, S. 325. 1895 und Sommerfeld und J. Runge, © 
Ann. d. Phys. (4) 85, S. 277, 1911, wo eine Ableitung der Eikonalgleichung 
nach Debye wiedergegeben wird. 

2) + a)? + y? = 4a?; z= 0. 
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— die mit der Achse des Strahlenbiindels zusammenfällt — 

in den Punkten (—a, 0, 0) bzw. (+a, 0, 0), d.h. der Ur. 

_ sprungspunkt des Koordinatensystems ist in der Mitte zwischen 
5 diesen Schnittpunkten en Der Abstand der beiden 
Brennlinien ist gleich 2a 
1). 

Eine astigmatische Welle, 
für welche die durch Glei- 
chung (1) gegebene Fläche 
Wellenfläche, d. h. Fläche 
gleicher Phase ist, wird ge- 
kennzeichnet durch die Glei- 


Fig. 1. fe chung 
um «p(R), -f(z,y, 2); =, 


= wo f(z, y, 2) keinen variablen Phasenfaktor he enthält und 
go zu bestimmen ist, daß 


(8) 4u+ku=0 


in der durch Gleichung (1) gegebenen auf. 


= 2% rentalgeichang auf, so erkennen wir, daß angenommen werden 

darf, daß in f(a, y, 2) die Koordinaten z und y nur in der 

Verbindung Y(z + a)? + y? auftreten, daß also f(z, y, 2) 

(0,2) gesetzt werden darf. Wir erhalten so als Lösung 
der Schwingungsgleichung (8) die Funktion 

| um 9 (G, 2) 


wo g(0,z) als Lösung der partiellen Differentialgleichung 
zweiter 


—2a Og 2tkx 
(1-5) =0 
gu bestimmen ist. 


Wir betrachten nur solche Strahlenbündel, bei denen der 
chsenwinkel der Lichtstrahlen (im Sinne der geometrischen 


a wird. In der Funktion  (R) treten die Variablen x, y, z nur 
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Uber den Schwingungsvorgang usw. vis 


Optik) kleiner als 2/2 bleibt, d.h. wir wollen für das ein- is 
fallende Strahlenbiindel 5 + 0 voraussetzen. Dann können — 
wir für sehr große Werte von R, also auf der unendlich 
fernen Wellenfläche (1), als Lösung von (3) ansetzen: hi 
ei kR 

R 
denn es wird hierfür ohne jede Vernachlässigung 


ikR 
Wollen wir zum Ausdruck bringen, daß unser astigma- __ 
tisches Strahlenbündel zwei die Achse in den Punkten (+a, _ 
0, 0) bzw. (—a, 0, 0) schneidende Brennlinien besitzt, soo 
hätten wir statt (4) auch als Lösung von (8) für große Werte 
von R ansetzen können :!) 
a) 
Hierfür wird ohne jede Vernachlässigung 
VR-a = 3) 


u- 


’ 


du+ku= 


2Ra 
Dies geht für wenig geöffnete Strahlenbündel über in 


da in diesem Falle @ annähernd gleich R + a wird. “5 
Welchen der beiden angegebenen Werte von u wir auf 
der unendlich fernen Wellenfläche als Lösung der Schwingungs- _ 
gleichung (8) annehmen, ist für das folgende Lösungsverfahren _ 
unwesentlich, so daß wir (4) zugrunde legen werden. eo 
Wir nehmen nun die unendlich ferne Wellenfläche (1) vn _ 
einem undurchsichtigen Schirme bedeckt an bis auf den Teil, 
der der Öffnung unseres Strahlenbündels (im Sinne der geo- 
metrischen Optik) entspricht. Diesen Teil denken wir uns 
von außen mit einer nach den beiden oben angegebenen Brenn- 
linien konvergierenden astigmatischen Welle beleuchtet. Um 


1) Siehe den vorletzten Absatz des § 12 dieser Arbeit. 
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den Wert ur der Funktion u in dem innen liegenden Auf- 
unkte P zu erhalten, wenden wir die aus dem Greenschen 


fläche, u und 9u/d» die Oberflächenwerte bzw. deren nach 
der inneren Normalen genommenen Ableitungen der der 
_ Schwingungsgleichung (8) genügenden Funktion, do das 
 Flächenelement der Begrenzungsfläche, r den Fahrstrahl vom 
Aufpunkte P nach do und up den Wert der Funktion u im 
Aufpunkte P bezeichnet. 

J Um die Ableitung nach der inneren Normalen der Wellen- 
_ fläche (Begrenzungsfläche) zu bilden, transformieren wir die in 
ikR 


R und 


; wir nicht, da dies die Wahl der R, v, w bzw. ihren Zusammen- 
hang mit den kartesischen Koordinaten x, y, z erschweren 
würde und es überdies nicht erforderlich-ist. Wir setzen: 


{ =[(2—a)- cos w+ 2a]- cos v—a (-w< R<+%) 
y =[((R —a)- cos w+ 2a]- sin v (-#<»<+3) 


z= (R—a)-sin w 


oder, nach R, v, w aufgelöst: 


v= arctg 


% 


@+a)* + 2a Troy mk 


wi 


w = arctg 


ale 


die 
Satze det 
2. 
de 
« 
folgen ein 
de 
de 
u=-— 
auitretengen unabhängigen varıabıen y, ın arel neue 
Sa N Variablen R, v, w, die so beschaffen sind, daß beim Fortschreiten 
längs der Normalen der Wellenfläche nur eine von ihnen ihren a 
ce Wert ändert, die beiden anderen aber unverändert bleiben. 

f Be Die festen Koordinaten 7. u. 2. des Aufnunktes transformieren da 
* gl 

6 
H 
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4 R=+ V+ V (x + a)* 2a? +2? +a id bi 
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Uber den Schwingungsvorgang usw. | 691 


Für die Punkte der unendlich fernen Wellenfläche sind 
die Wurzeln positiv zu nehmen, wenn wir voraussetzen, dB 
der Ausschnitt auf ihr nur solche Punkte umfaßt, fiir welche 
z>a ist. Diese einschränkende Bedingung besagt nur, daB 
der Achsenwinkel des Strahlenkegels nicht größer als n/2 ist, — 
eine Forderung, die wir bereits oben vorausgesetzt haben. 
Die Koordinaten R, v,-w seien als. Wulstkoordinaten be- 
zeichnet!) (Fig. 2).2) oy 

Schreitet man von der Begrenzungsfläche in Richtung 
der nach innen weisenden Normalen fort, so ändert sich nur — 
der Wert von R, während v und w unverändert bleiben, so daß 

ö ö 
» OR 
wird. Da auf der unendlich fernen Wellenfläche 


Fu. 1 „u 1 
* de * ow 
Ou sin w 2 


'(R-al(R- a)cosw + 2a] 
Hieraus folgt, daß u als von v unabhängig angenommen werden kann, "es ‘in 
also 0? u/dv? = 0. Vernachlässigen wir wegen R->o und cosw=O0 
das Glied R= ee +a gegen 1, so kann u auch als von w — 
hängig angenommen werden, so a8 wir so die gewöhnliche Differential- 
erhalten 


au 2 du 
Lösung dieser Gleichung ergibt sich u = % 
Hierfür wird : 
ik(R —a) 


2) Die’ Flächen R = const sind ‘die Wellenflächen des Strahlen- om 
bündels; die Flächen v = eqnst bilden eine Schar von Ebenen, die sich 
in.der einen Brennlinie x = — a; y = 0 schneiden; die Flächen w = const — 
entsprechen (einem Teile) der Mantelfläche von Doppelkegeln, die sich 
alle in der (anderen) Brennlinie (x + a)? + y?=4a?; z=0 schneiden, — 
und deren Spitzen auf der Brennlinie x = — a; y = 0 liegen. Diese bildet — 
also die Achse aller Doppelkegel w = const. ; 
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R 


war, so wird bis auf Glieder von der Größenordnung R-* 


du du she 


Ersetzen wir hierin die Werte 2, u. durch die aus 
folgenden Werte R, v, w, so ergibt sich in gleicher Näherung 
wie oben, d.h. bis auf Glieder von der Größenordnung R-*; 
r= R—{zp-cos v- cos w + sin v- cos w+ sin w 

+ a — 2a-cos w + a- cos v- cos w}, 


R 
+4) -cosvcesw+y sin v cos w + „ein w—2a-c08 w], gika 


e~ikr 


et k[@, + 4)-cosvcosw+y,- sine cos w +z,-sinw ~ 2a-cosw) „eike, 


Setzen wir nun in Gleichung (5) die in (8), (9), (10), (11) an- 
gegebenen Werte ein, so erhalten wir nach einigen Verein- 

fachungen: 


a2 


80 


sic 
tfernur ifpunkt = (xp, yp, 2p) vom 
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Uber den Schwingungsvorgang usw. 


wenn wir für do/R? wegen R->oo das Element dQ des 
Ötfnungswinkels setzen. 

Beachten wir, daß bei Benutzung der Wulstkoordinaten | 
sich für das Flächenelement do der Wert ergibt: I 


= 
so können wir wegen R— oo für do/R? auch 


do 
=d2= cos wdodw 


und erhalten so, wenn wir noch den konstanten Phasenfaktor e‘** = ; 
vernachlässigen, für den Wert u, der Funktion u im Auf- ue ie 


punkte P: 


(12) +a)- “COS v +y -sin pcosw +z 


wo das Doppelintegral über den der ganzen Öffnung des un- 
endlich fernen Schirmes entsprechenden Bereich zu erstecken 
ist, also etwa von — V bis + V und von — W bis + W.!) 
Lassen wir in (12) den Auf punkt P=(a», yp, 2) 
variieren, so stellt uyp=u(zr, yp, zp) eine strenge Lösung 
der Schwingungsgleichung Au+k?u=0 für ein durch (1) 
gekennzeichnetes astigmatisches Strahlenbündel dar, da ja 
wegen 
cos? » - cos? w + sin? v- cos? w + sin? w = 1 
der Integrand selbst der Schwingungsgleichung geniigt. 
Führen wir in (12) neue Integrationsvariable ein durch 
die Beziehungen: 


sin w = sin # sin g; cos w = Yl — sin? 9 sin? 
V1 —sin* sin’ » ints Y1—sin? 
80 ergibt sich wegen 
dw ae V1 - sin? $ sin’ ’ 
| 0d ed 


tk +z pain d sin p - 
(18) 
SS 


> 


m 
7 
ng 
2. 
. 
| 
ka 
n- = 
2, i) Diese Bemerkung betreiien en integrationsbereich gılt 
für die späteren Formeln, so daß sie nicht besonders wiederholt ist. a 3 
= 


694 J. Picht. 


zu integrieren über die Öffnung!), also etwa über 0S 050 
und O=9=2n, falls die Randstrahlen den Winkel @ mit 
der Achse des Bündels bilden. 
: Für a = 0 geht die durch Gleichung (1) gegebene Wellen- 
läche, die der Herleitung-der Formeln (12) und (18) zugrunde 
ag, in eine Kugelfläche über, die astigmatische Welle also in 
eine Kugelwelle. Setzen wir demnach in (12) bzw. (18) a =0, 
so müssen diese Formeln in die für Kugelwellen gültigen Aus- 
drücke übergehen. Wir erhalten so z. B. aus (13): 


7 
Daß dieser Wert von ur mit dem von Debye für Kugel- 
wellen angegebenen übereinstimmt, erkennt man sofort, wenn 


 Polarkoordinaten ersetzt oder die Integrationsvariablen 9, 
den Transformationsgleichungen 


sin Pcosp =cosB 
sn Psing = cos y if 


Den etwas allgemeineren Fall, daß. nur eine der beiden 


bündels auf dem Mittelstrahl senkrecht steht?), erhält man 
SER Dar sofort, wenn man den unendlich kleinen Integrationsbereich 
Se von w in (12) nicht in der Nähe des Wertes w = 0, sondern 
eines anderen Wertes w = w, wählt. 


§ 2. 


Wir wollen nunmehr von der im vorigen Paragraphen 
behandelten astigmatischen Welle zur Zylinderwelle übergehen, 
de wir ja als eine astigmatische Welle auffassen können, bei 


1) Vgl. die diesbezügliche Bemerkung zu (12) sowie vorstehende 


: 2) Nach M. Dufour, Compt. rend. 174. S. 288/289. 1922 ist dies 

— im Gebiete der Seidelschen Approximationen — der allgemeine Fall, 
der einem gegen die Achse eines optischzentrierten Systems geneigten 
_ Biischel nach dem Durchgang durch das System entspricht. Man erkennt 
dies auch leicht auf Grund der in $ 10 durchgeführten Betrachtungen, 
_ wenn wir dort aus der einem rotationssymmetrischen Strahlenbündel ent- 
sprechenden Kaustik und den zugehörigen Strahlen ein zur Symmetrie- 
 schse schiefes, unendlich schmales Strahlenbündel herausgreifen. 


Eu. die kartesischen Koordinaten des Aufpunktes durch seine 
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der die eine der beiden Brennlinien im Unendlichen liegt. 
Wir setzen zunächst in (12) des vorigen Paragraphen 


+2a(1—cosw)] cogwdvdw. 

Wir lassen nun a über alle Grenzen wachsen und gleichzeitig — 

wso abnehmen, daß 


kali — eos 1 


wird. 
Es ergibt sich dann: 


Dieser Wert entspricht dem von Debye fiir die Zylinder- — te 
welle angegebenen Ausdruck. Das Differential dw weist darauf — 
hin, daß diese Welle gegenüber einer gewöhnlichen ae ie 
tischen Welle, deren beide Brennlinien im Endlichen liegen, | 
unendlich schwach ist, falls für beide im Unendlichen die Licht- af 
intensität von gleicher Größenordnung angenommen wird. _ 


u= 


§ 3. 

Wir wollen jetzt ein beliebiges Strahlenbündel betrachten _ 
und für dieses die Integraldarstellung suchen. Da die geo- Sapa 
metrisch-optischen Wellenflichen als Flächen gleicher Phase 


daß die Kaustik ganz im Endlichen liegt oder sich nur nach ak 
einer Seite in das Unendliche erstreckt. Diese Voraussetzung 
wird fast immer erfüllt sein. (Ist sie nicht erfüllt, so gelten de 

nachfolgenden Überlegungen in ihren wesentlichsten Teilen 


= 


7 


von zwei Parametern v und w gegeben durch die Gleichunge 
z=2z(, uw; y=y(, w; z=2(v, w) 
oder vektoriell geschrieben, wenn x den zu den einzelnen Punkten 
der ausgewählten Wellenfläche gehörigen Radiusvektor bedeutet : 
(1) u). 
1) Vgl. § 10. Diese Wahl bringt gewisse Vereinfachungen mit sich. 
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4 


are Da durch die Fläche r=r(v, w) unser Strahlenbündel 
as nae eindeutig gekennzeichnet ist, so sei sie im Folgenden als 
te)  „Kennfläche“ bezeichnet. Ihre Normale sei %. Es ist 


dv dw [re 

Ov Ow 

Die einzelnen Wellenflächen (— im geometrisch-optischen 

= Sinne —) unseres Strahlenbündels lassen sich als Parallel- 


flächen darstellen durch 
= r* (v, w, R*) = (v, w) + R*-R(o, w), 


er Er wenn x* den Radiusvektor nach den einzelnen Punkten der 


Be: betrachteten Wellenfläche und R* deren Abstand von der 


Kennfliche bedeutet. Für R* =0 ergibt sich diese selbst, 


während wir für R* (= R)— +0 die im Unendlichen ge- 
_ legene Wellenfläche erhalten, die unserem Strahlenbündel ent- 
: re spricht. Hieraus ergibt sich auch die positive yang von N, 
res Wir bezeichnen die dem Werte R* = R-> +00 ent- 
_ sprechende Wellenfläche r* = r* (v, w, R* = R) durch den 


w+R-N(v, w) 
and nehmen wieder — wie in § 1 — diese unendlich ferne 
Eon Wellenfläche von einem undurchsichtigen Schirme bedeckt an 
Br bis auf den Teil, der der Öffnung des betrachteten Strahlen- 
_ biindels entspricht. Diesen denken wir uns von außen mit 
“= Licht beleuchtet, dessen Wellenfläche unserer unendlich fernen 
En Wellenfliche {(v, w, R) entspricht, das also nach den zu 
_ unserer Kennfläche (1) gehörenden Evolutenschalen (Kaustiken) 
_ — im geometrisch-optischen Sinne — konvergiert. 
ee Um den Wert u» der der Schwingungsgleichung Au+k?u=0 
genügenden und unser Strahlenbündel darstellenden Funktion % 
ge aor, im Aufpunkte P zu ets benutzen wir wieder die Gleichung 


Für die hier an Oberflächenwerte der Funk- 
tion u und ihrer Ableitung nach der inneren Normalen » 
können wir mit hinreichender Genauigkeit setzen 
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Über den Schwingungsvorgang usw. § 697 


Wir bestimmen nun die Entfernung r des Aufpunktes P DE 
vom Flächenelement do der unendlich fernen Wellenfläcke 


V(z (, w) + R-R(v, w) — tp)? 
= V(R-R (v, w) +[r (v, w) pry. 


= VR?+2R-(z (2, w) — Tp; MN (v, w)) + (x ( (v, w) tp)? . 


Nun ist, da R— ©, |r(w, w) — re] < R, so daß 
r=R+ (v, w) — tp, w)) = (te— (2, w), w)). 


Es ergibt sich demnach in derselben Näherung wie oben: 
6 ik(c,,—£(v, w), R(e, w)) 


(7) =+ik: eik(e ), Re, w)) , 


Setzen wir die Werte (5), (6) und (7) in Gleichung (4) ein, so 
erhalten wir für den Wert wp der Penkijen u im —* P, 


wenn noch wegen R—> 


gesetzt wird, nach einigen violin 
(9) up= = dQ, 


wo £(v, w) und R(v, w) von d@ abhängig sind. In kar- 
tesischen Koordinaten geschrieben lautet Gleichung (9): 


wo 
> (v, w) N. = N, (v, w) 
y = y (v, w) und N, =N, (v, w) 
z=2(v, u) 


Lassen wir in (9) den Aufpunkt P = rp variieren, so stellt 
die Funktion up =u (tr) wegen. |R(v, w)| =1 eine Lösung 


= 
is 
‘ 
den Ye: 
el- 
er 
at. 
N, 
en 
ne 
nit 
en 
zu 
n) 
lu 
ng 
ik- 
v 


i den Fall, daB das Strahlenbiindel aim den beiden zur rida 
w) gehörenden Evolutenschalen (Kaustiken) — im 
- geometrisch-optischen Sinne —, die auch ausgeartet sein 
können, konvergiert. 
5 é Da jede der unendlich vielen geometrisch-optischen 
Wellenflichen des Strahlenbündels als Kennfläche gewahlt 
: werden kann, so folgt — rein formal — eine entsprechende 
_ Anzahl von Integralausdriicken für das betrachtete Strahlen- 
biindel. Man erkennt aber leicht, daß alle diese so er- 


> Jede der anderen Wellenflächen desselben Strahlenbündels 
läßt sich aber, da sie der Fläche r=r(v, w) parallel ist, 
nach (8) darstellen durch: 

r* = ı*(v, w, R*)=r(v, w) + R*-N(v, w). 

Be Wählen wir diese Fläche r* = r* (v, w, R*) als Kennfläche 
= > des Strahlenbündels, so folgt aus (9): 

up= fer, (v, w, R*), R(v,w)) dO 
_ ik 
da ja (N(v, w), N(v, w)) =1 ist. Der so für up erhaltene 
a Ausdruck ist bis auf den Phasenfaktör e -'*#* mit (9) identisch. 
5 ae Wir wollen nun noch das in (9) auftretende Differential 


d2= ae Beziehung setzen zu dem Flächenelement 


: ” der Kennfläche bzw. zu den Differentialen dv, dw der beiden 
Parameter, die wir uns so gewählt denken, daß sich die Linien, 
v=const und w=const im ganzen Integrationsbereich 
_ nirgends berühren, d. h. also, daß zwei benachbarten Punkten 
des Integrationsbereichs stets zwei verschiedene (benachbarte) 
Kr Wertepaare (v, w) entsprechen.!) Es ergibt sich, wenn von 
at jetzt ab do das Flächenelement der Kennfläche r=r(v, w) 
und K=K(vw) das Gausssche Krümmungsmaß dieser 
Fläche bezeichnet, für d 2: 


zu 1) Dies ist z. B. stets der F all, wenn die Linien v = const, w = const 
_ Kriimmungslinien sind, oder — allgemein — ein beliebiges isogonales 
bilden. 
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Über den Schwingungsvorgang usw. 008 


12 = K(e,w)do = 

Gleichung (9) in Verbindung mit Gleichung (10) liefert uns — 

also die der Schwingungsgleichung Au+k?u=0 geniigende 

Funktion u für irgendein beliebiges Strahlenbündel, das durch —_— 

eine seiner geometrisch-optischen Wellenflächen (x = x (v,w)) ge- 
ist. 

Bei spezieller Wahl der Parameter v und w lassen sich die 
in (10) angegebenen Ausdrücke fiir dQ noch etwas umformen, _ 
Sind beispielsweise die Kurven v = const und w=const die 
Krümmungslinien der Kennfläche und überdies v und w so ge- 
wählt, daß sie den Bogenlängen dieser Kurven entsprechen, so 
ergibt sich, wenn wir die so gewählten Parameter vo und w _ 
durch s, bzw. s, und die beiden zugehörigen Krümmungs- 
radien durch 9, = 0, (1, 5) bzw. (8,, 8.) bezeichnen, 
für d 2: da 
und demnach für: up: vit 

„ik, de, ds, 
(ll) “2a @1 (81s 8a) (1, 82) ” 
zu integrieren- über den der Öffnung des Strahlenbündels ent- __ 
sprechenden Bereich der Variablen s, und s,. 

Die gefundene Funktion up=u(p, yp, Zp) bleibt Lösung 
der Differentialgleichung Au+k2u=0, wenn man in (9) © 
einen reellen Faktor y(v, w) bzw. in (11): p(s, 5) im Inte 
granden hinzufügt. Auf der unendlich fernen Fläche, über welche __ 
die Integration in (4) ausgeführt wurde, ergibt sich dann eine 
variable, durch yw? gemessene Intensität der Welle. Physi- 
kalisch wird dieser Fall verwirklicht, wenn das Strahlenbündel 
durch eine absorbierende Schicht. veränderlicher Dicke bzw. _ 
von örtlich veränderlichem Absorptionskoeffizienten hindurch- 
gestrahlt wird, 


eik(e, — R (81, . 


Um die im vorigen Paragraphen fiir den Fall eines be- cet 
liebigen Strahlenbiindels erhaltene Formel auf eine beliebige 


1) N hat für die Einheitskugel (— ren gleich eins —) 3 R 
dieselbe Bedeutung wie x für die Kennfläche, 
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interns zu übertragen, gehen wir aus von der spezialj. 
_ sierten Form (11) des §8 und setzen zunächst voraus, daß 
Es _ wir ein Strahlenbündel zu behandeln haben, bei dem o, (s,, s,) 
im ganzen Integrationsbereich konstant ist. Dann können 
wir 0, (8), 83) — da ja up nur bis auf einen konstanten Faktor 
bestimmt ist — vernachlässigen. Wir erhalten für den » 
charakterisierten Spezialfall 


= = ik( ), R(8,, 8) ds, + ds, 


Bei einer ee Zylinderwelle läuft die eine Schar 
der Krümmungslinien (s, = const) der Achse des Zylinders 
parallel, und es ist 9, =const. Wir nehmen das Koordinaten- 
system (z, y, z) so an, daß die z-Achse der Zylinderachse 
parallel ist, so daßs, =z wird. Für s, schreiben wir nunmehr s, 
Dann wird 


E (815 8) = {x y = {Nz (8) Ny 
(81, 82) (s). 
re Die Projektion des Vektors x (s,,s,) auf die x y-Ebene 
bezeichnen wir durch r(s) ={2z(s); y(s)}. Entsprechend 
können wir für N (s,, s,) schreiben N (s) und erhalten so für 
_ up nach Ausführung der Integration über z von — A bis +4 
ds 
(2) eiklt, 1), 
wo fp jetzt der in der x y-Ebene liegende Vektor ist, der der 
Projektion des nach dem Aufpunkt P hingezogenen Radius- 
vektors auf die x y-Ebene entspricht. 
Für eine Kreiszylinderwelle wird 0 (s) =const und — 

wenn wir noch s/o =@ setzen — 


t(s)={e-cosp; e-sing}; sing}; = dq, 


_ go daß sich wieder die von Debye für die ebene Kreiszylinder- 
 welle angegebene Formel ergibt: 


up= . 24: e-ike dg 4 


+ 1) Da in (2) die z-Koordinate des Aufpunktes vollständig heraus 
fällt, so kann (2) — angewandt auf eine räumliche Zylinderwelle — nur 
fürsolche Aufpunkte gelten, die hinreichend weit von den Grenzen z = +4 
baw. z = — A entfernt sind, und für die gleichzeitig — A <2< + A ist. 
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Über den Schwingungsvorgang usw. 7 


Um von (2) zu der für ein beliebiges ebenes Strahlenbündel 


geltenden Debye-Fischersehen Formel er 


zu gelangen (vgl. Einleitung), verfahren wir folgendermaßen. 
Das skalare Produkt (rp — x (s), N(s)) der Formel (2) ist die 
Projektion des Vektors yp —r (s) auf den durch den Punkt r(s) 
gehenden Lichtstrahl (Fig. 3), d.h. die längs dieses Licht- 
strahles gemessene Entfernung des Punktes N von dem 


punkte Q des betreffenden Lichtstrahles mit der 
fäche (s). Andererseits ist rp’-cos (pp die Ent- 
fernung des Punktes N vom Berührungspunkt B des betreffen- — Sires 
den Lichtstrahles mit der zu unserem Strahlenbündel gehören- 3x a 
den Kaustik. Da die Wellenfläche y= y(s) Evolvente dr 
Kaustik ist, so wird s* + BQ = const für das ganze Integra- So 
tionsgebiet, und wir erhalten: 
rp’: cos (pe —p) + s* = s* + BN =s* + BQ4+QN 
= const. + (re — x(s), R(s)). : 
Da außerdem = = dp ist, so unterscheiden sich die beiden ~~ 


For 


Strahlenbiindel gilt, anwenden zu können, muß die Gleichung : 
einer der geometrisch-optischen Wellenflächen, der Kenn- _ 
fliche des Strahlenbündels, bekannt sein, während die An- 
wendung der für den ebenen Fall geltenden Debye-Fischer- | 
schen Formel die Kenntnis der Gleichung der geometrisch- 

Annalen der Physik, IV, Folge. 77. 
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optischen Kaustik voraussetzt. Wir hatten in § 4 die Identitat 
_ unserer auf den ebenen Fall übertragenen Formel mit der von 
 Debye-Fiseher nachgewiesen. Es soll nunmehr die in $8 
angegebene Formel so umgeformt werden, daß auch für den 
räumlichen Fall die Kennfläche durch die geometrisch-optische 
 Kaustik des Strahlenbündels ersetzt wird. Hierbei ist zu be- 
achten, daß die Kaustik im allgemeinen aus zwei Schalen be- 
steht, die jedoch in gewissen Fällen ausarten können. Im 
_ allgemeinen werden wir daher zwei formal verschiedene Formeln 
erhalten, je nachdem, welche der beiden Schalen der Kaustik 
wir zugrunde legen. Artet die eine Schale aus, so ergibt sich 
nur eine Darstellung. Den Fall, daß beide Schalen der Kaustik 
 ausarten — wie bei der in $1 behandelten astigmatischen 
Welle — wollen wir für die hier zu suchende Darstellung aus- 
schließen. 

Die eine Schale der Kaustik des zu untersuchenden 
Strahlenbiindels sei gegeben durch den Vektor y = y(s*, q), 
wo die Parameter s* und q so gewählt sind, daß sich für das 
Bogenelement ds der Fläche y = 4 (s*, q) die Gleichung ergibt: 


ds? = ds*? + -dq*. 

Geometrisch bedeutet dies: Die Kurven q = const sind geo- 
dätische Linien,® die Kurven s* = const deren orthogonale 
Trajektorien, und zwar ist s* die Bogenlänge der geodätischen 
Linien q = const, gemessen von der orthogonalen Trajektorie 
 s*=0 bis zum Punkte (s*, q), d. h. s* ist der normalgeodätische 
Abstand des Punktes (s*, q) von der Kurve s* = 0.1) Um eine 
Fläche r=r (s*, q) zu finden, zu der die gegebene Fläche 
 4=h(s*, g) die eine der Evolutenschalen ist, haben wir die 
 Gleiehung anzusetzen 


9) = g) — + const) 


Soll nun die Fläche x =r (s*,q) die Kennfläche unseres 
Strahlenbündels sein, so müssen wir unsere Kurven s* = const 
bzw. q=const noch speziellen Bedingungen unterwerfen. 
Wir müssen nämlich beachten, daß wir zu der Kennfläche 
£t=r(s*, q) unseres Strahlenbündels nur dann gelangen, 


1) Vgl. Knoblauch, Einleitung in die Theorie der krummen 
Flächen, Leipzig 1888, S. 228ff. 
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Über den Schwingungsvorgang usw. 


wenn wir die Parameter (s*, q) so wählen, daß die in Richtung 
der Kurven g=const an die Fläche y(s*, q) gelegten Tan- 
genten OY (s*, 9)/Ös* mit den geometrisch-optischen Lichtstrahlen 
unseres Strahlenbündels zusammenfallen. Da sich durch jeden 
Punkt einer Fläche in vorgegebener Richtung stets eine und 
nur eine geodätische Linie legen läßt, so ist die entsprechende 
Wahl der Parameter s* und q eindeutig möglich.!) Wir setzen _ 
nun voraus, daß die Wahl in dem genannten Sinne getroffen — 
ist. Dann besteht also zwischen der Kennfläche unseres 
Strahlenbiindels und der betreffenden Schale der Kaustik die — 
Beziehung (1), wo 0y/ös* den absoluten Betrag 1 hat und in 
Richtung den Lichtstrahlen des betrachteten Strahlenbündes, 
d.h. den Normalen der Kennfläche r= r(s*, q) entspricht. — 
Wir erhalten demnach: 
(s*, q), R(s*, = (ir — (s*, R(s*, + const. 
Nun bedeutet das rechts auftretende skalare Produkt die Pro- 
jektion des vom Integrationspunkt (s*, q) der Kaustik nach — 
dem Aufpunkt gezogenen Fahrstrahles auf den Lichtstrahl, 
der die Kaustik im Integrationspunkt berührt. Die Größe s* 
ist die Bogenlänge der geodätischen Linie, die in Richtung 
des betreffenden Lichtstrahles durch den Integrationspunkt 
der Kaustik hindurchgeht, gerechnet von ihrem Schnitt mit 
derjenigen orthogonalen Trajektorie, der — willkürlich — der 
Wert s* = 0 zugeordnet wurde. 

Wir können nun wieder beliebige Parameter (v, w) an- 
nehmen; dann erhalten wir für u, — von einem konstanten 
Phasenfaktor abgesehen — 


: L IR INT 


oder in Analogie zu der fiir ein ebenes Strahlenbiindel geltenden 
Formel von Debye-Fischer: 
ik 
up = —— 


2x 


wenn (v, w) ={cos #, sin cosy, sin sin gesetzt wird. 
In (8) bedeuten (rp’ Op’, pr’) die Polarkoordinaten des Auf- 
punktes P, bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen Ur- 


8) 


1) Abgesehen von einer — unwesentlichen — additiven Konstanten. 
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sprungspunkt im Integrationspunkt der Kaustik liegt, d.h, 
ar in dem Punkte, in dem der zum Wertepaar (#, 9) gehörige 
ig Lichtstrahl die betreffende Schale der Kaustik berührt, und 
das aus dem ursprünglichen System (r, #, y) durch Parallel. 
verschiebung hervorgeht. s* =s* (d, 9) ist die Bogenlänge 


Bei achsensymmetrischen Strahlenbündeln — und um 
_ solehe handelt es sich in der Praxis wohl meistens — artet die 
eine Schale der Kaustik aus. Sie fällt mit einem Teile der 
Achse des Strahlenbündels zusammen. Die andere Schale 
der Kaustik ist dann gleichfalls achsensymmetrisch. In dem 
dem Werte ®=0 entsprechenden Punkte besitzt sie eine 
Spitze. Die orthogonal-geodätischen Linien der betreffenden 
nicht ausgearteten Kaustikschale gehen dann über in polar- 
geoditische. Als Kurve s* =0 können wir hier die Spitze 
der Kaustik wählen, so daß die Bogenlänge s* (#, x) von der 
Spitze der Kaustik aus zu messen ist. 


§ 6. 
: Wir hatten in $ 3 gesehen, daß sich jedes beliebige 
(astigmatische) Strahlenbündel darstellen läßt in der Form 
ik 


uUu= 


-w(v,w)dQ, (w reel) 


wofür wir auch schreiben können: 


ik ik[z -aty dßd 
[fe P P 
(wy reell) 


worin 


z=2(, y); y) und a= 


ist. Wir wollen nun zeigen, daß auch jedes Integral der Form 


ik ik[e »a+y„ dßd 
[fe (w reel) 


wo f(ß, y) eine beliebige Funktion der Integrationsvariablen 
(8, y) ist, sich als Darstellung eines astigmatischen Strahlen- 
bündels deuten läßt. Wir haben dazu nur drei Funktionen 
z(ß, y); y(ß, y); z(ß, y) so zu bestimmen, daß 


ist, 


= 
Fu 
auf 
gel 
die 
hal 
> 
un 
ist 
st, 
2 
9) 
4 
Ist 
“2 
80 
Di 
Fo 
di 
su 
. 
Lt: 


Über den Schwingungsvorgang usw. 


ist, und daß ferner die aus den partiellen Ableitungen dieser ; 
Funktionen nach # und y gebildeten Vektoren 


Ba. Ge. 07, Os 


auf dem Vektor («; ß; y) senkrecht stehen. Geometrisch gibt — 
uns Gleichung (1) die Gesamtheit aller an die Wellenfläche 
gelegten Tangentialebenen. Die Wellenfläche selbst bildet also 
die Enveloppe jener Ebenenschar. Um ihre Gleichung zu er- | 
halten, differenzieren wir nach y und erhalten, 
und auch 


ist, die beiden Gleichungen 


26 7)-L4 = 
_ Aus (1), (2) und (8) folgt dann sofort 

y (8,7) = 8 7) (8 7) | 

It z. B. 
f(b, 


ere: -d; z=c+y-d. 


so folgt 


Falle die Darstellung einer dem Brennpunkte (a, b, e) RE 
hin konvergierenden Kugelwelle, wie man dies auch sofort = 3 2 
direkt erkennt. 

Da sich der von E. T. Whittaker?) als allgemeine Lö 
sung der Schwingungsgleichung angegebene Ausdruck tee 


wit up wo) dv dw 


1) E. T. Whittaker, Math. Ann. 57. 8. 388/355. 1908, 
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läßt sich jedem beliebigen Wellenvorgang eindeutig ein geo- 
metrisch-optisches Problem zuordnen. 

Wir wollen noch die Gleichungen zur Bestimmung der 
Kennfläche eines Strahlenbündels hier angeben, wenn dieses 
gegeben 


ik[z +y„elndcosp+z, sin sin p— in ddd dg. 


up 


In derselben Art wie oben erhalten wir für die zugehörige 
Kennfläche: 


2=2(9,9)=+ cos f(9, 9) - ins. 


y =y(F, = + sin F- cos p 


=+ sin }- sin - 


, cosp 
sind 


+cos#-singp- 


bündels ergeben sich, ra man in diesen Gleichungen f (8,9) 
ersetzt durch (8, + const. iy 


87. 
Wir wollen nun die in § 8 für ein Strahlenbündel von 
Nihblene Gestalt — aber von für alle Strahlrichtungen kon- 
stanter Intensität — angegebene Formel 

2 
auf einige spezielle Fälle anwenden. Man erkennt leicht, daß 
sich aus (1) für die Kugelwelle sowie für die Kreiszylinder- 
_ welle die von Debye hergeleiteten Ausdrücke ergeben. Das- 
selbe gilt auch für das von Fischer in der genannten Arbeit 
betrachtete „ebene Strahlenbündel mit sphärischer Aberra- 


tion“, dessen Kaustik der Gleichung Par x? genügt. 
Eine der Wellenflächen (Wellenlinien) SR ebenen Strahlen- 
bündels ist die Parabel «= —b+ > 1929; y=—b-tg9. 
_ Wir wählen diese zur Kennfläche ai erhalten: 


von dem hier behandelten nicht wesentlich unterscheidet, so | 
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Dl 
u 
G 
F 
Pr 
u) 
— 
wi 
de 
¥ 
tes 
Ww 
3 tr 
- ar 
oh 


der 


Über den Schwingungsvorgang usw. 


b sin?d 
ik] x -cosd+y_-sind + b- +— —— 
up= fe > Yp 2 cosd dd, 
0 
was wegen 
b sind 1 b (1 — cos 9)? 
+4 


mit der Fischerschen Formel identisch ist. s 
Wir betrachten nunmehr das diesem ebenen Strahlen- 7 bes 
bündel analoge achsensymmetrische räumliche Strahlenbiindel —_ 
mit sphärischer Aberration, dessen beide Kaustikschalen den 
Gleichungen 
yy? + 2° bw 

Unter seinen Wellenflächen befindet sich das Rotationsparaboloid 3 
r= te? t; y= —b-tgd- z=—b- 
Für ur erhalten wir dann: 


ik 


up= 


up=ik 
8 
0 


worin op = Vyr* + zp* und J,(korsin 8) die Besselsche 

Zylinderfunktion erster Art nullter Ordnung vom Argument 

kor sin ist. 
Entwickeln wir cos # und 1/cos # nach Potenzen von sin 9 


cos = 1 —— z sin? „sin — ... 


(3) 
— 1 +— sin? sin® sin? sin? d+. 


und ersetzen in (2) den im Exponenten des Integranden auf- 
von der Aberration herrührenden Aus- 
druck — + (eos o+- 5) durch die ersten Glieder der Ent- 


ekinng nach sin also?) 


1) Den konstanten Phasenfaktor eikb vernachlässigen wir, da er : 
ohne Bedeutung ist. 


: 
— 
80 
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sind do dg 


b 
ik] + — sind 
[*p 


b 
z=— z.sin’d sin p(4 — 3 sin? 9). 


Die Gleichungen der übrigen Wellenflächen dieses Strahlen- 
 bündels lauten entsprechend :- 


= = + (3sin* const); 


P 


8 
b 
- sin # cos (— 4 sin? + 3 sin* + const); 
b 


sind sin p(—4 sin? + + 3sint + const). 


Für kleine Werte von @ stimmen die beiden durch (2) und (4) 
dargestellten Strahlenbündel überein, wie aus (8) unmittelbar 
folgt. Wir stellen noch für das zuletzt betrachtete Strahlen- 
bündel, für welches wir unten die Auswertung des zugehörigen 
Integralausdruckes (4) durchführen werden, die Gleichungen 
der Brennflächen auf. Wir bezeichnen die beiden Haupt- 
krümmungsradien wieder wie oben durch g, bzw. o,. Dann 
ergibt sich zunächst: 

= sin? (4 — 5 sin? 9) 
und 
0, = b+ sin? (4 —8 sin? 9) | 
und demnach für die Brennflächen: FE 


2, b+ sin? 3.009 2, == b- sin? cos d 


Y, - sin? cos (2—8 sin? 9) ) und 


Pm: Up = k ER Pig. 
00 
| k J. k i a 
) w=i o (koe, sin han 
0 h 
2.80 ist dies der exakte mathematische Ausdruck für ein Strahlen- | bür 
der 
fall 
2 ER des 
. 
für 
= 90' 
da 
nl 
ge 
h 
ti 
| 
t; 
; 
z,=0. 
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Fig. 4 zeigt den Schnitt dieser Brennflächen mit einer durch 
die Achse des Strahlenbündels gelegten Ebene. Außerdem 
ist — gestrichelt — noch die Kennfläche des Strahlenbündels 
angedeutet. Wie man aus den event ae 


24 


Gleichungen der Brennflichen 
und auch aus der Fig. 4 ersieht, © 
handelt es sich hier um ein — 
achsensymmetrisches Strahlen- 
bündel (— die zweite Schale 
der Kaustik ist ausgeartet und — 
fällt mit einem Teil der Achse | 
des Bündels zusammen —), das 
fir einen Achsenwinkel von 
90° „sphärisch korrigiert‘ ist, 
da z, sowohl für 9=0 akauch = 
für d = 2/2 den Wert Null an- | 
nimmt. 


gemeine Formel (1) auf das in § 1 ae 
behandelte spezielle astigma- 
tische Strahlenbündel an, soläßt 
sich leicht zeigen, daß sich wie- er sch Fig. 4. 
der die oben erhaltenen Resul- _ 

tate ergeben. Setzen wir die Gleichungen der Kennfläche on be 


2a» 
x = (d—a)-cost+ —a 
Vi-— sin’? 
2a-sin cos 


V —8in® p 


y = (d—a)-sin? cosg + 


z=(d—a)-sndsing, 
worin d eine beliebige Konstante bezeichnen mag und 2a 
wieder den auf der Achse des Bündels gemessenen Abstand 
der beiden zu Brennlinien ausgearteten Evolutenschalen be- 
zeichnet. Die beiden Brennlinien schneiden die Achse (y=2=0) 
in den Punkten + a baw. = — aa. Es ergibt sich für up 
unter Vernachlässigung des konstanten Phasenfaktors e‘*“~ ® 
wie in 1: 
@ 22 


a 
3 
d 
gt: 
$ 
b 
7 
fi 
(4) 
Dar 
2 
en 
en 
p 
= 
va €. 
f 
; 


Für kleine Öffnungswinkel des Strahlenbündels, d.h. 
sin 20 <1 ist, können wir schreiben: 


— sin? # sin? = 2 — sin? Psin? p 
in gleicher Näherung: 


cos = V1 — sin? = 1 — sin? #, 


80 daß 
2 sin? # = 2-(1 — cos #). ests 
Ferner ist stets: emis 


sinp=1-— cos*m = }(1 — cos2y). 


Demnach wird der in (5) auftretende vom Astigmatismus und 
der besonderen Gestalt der beiden Brennlinien herrührende 
Ausdruck: 


a (cos # — 2Yi — sin? @ sin? ) 
= a-[cos # — 2 + (1 — cos 9) — co82p (1 — cos #)] 
= — a—a-cos 2 (1 — cos 


Setzen wir dies in (5) ein, so erhalten wir, wenn wir wieder 
den konstanten Phasenfaktor e~‘** fortlassen: 


(6) "ik [2 p +y sin +2), sin sin — acos 2 p(1 — cosd)} 
i? 
sin Fdtdg, 


In dem durch (6) dargestellten Strahlenbündel treten beide 
__ Brennflachen gleichberechtigt auf, wie man aus der Form 
des Integranden schließen kann. Außerdem erkennt man, daß 
für sehr kleine Werte von © die Lichtverhältnisse sich denen 
einer Kugelwelle nähern, wobei die „Stelle engster Ein- 
_ sehniirung‘, die mit dem Koordinatenursprungspunkt in (6) 
zusammenfällt und ungefähr in der Mitte zwischen beiden 
_ Brennflächen liegt, die Rolle des Brennpunktes der ,,Kugel- 
 welle“ übernimmt. 
| Wir sehen, daß für kleine Werte von © die durch (6) und 
(5) dargestellten Strahlenbündel übereinstimmen. Für größere 
Werte von © ist dies jedoch nicht mehr der Fall, denn (6) ist 
der Ausdruck für ein Strahlenbündel, dessen Wellenflächen ge- 
geben sind durch die Gleichungen (vgl. §6): = 
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z=a: + const) — cos 2} 


[sonst + cos 2@ (1- 


y= const +1+2-sin?p- 


2 = a-sindeing- (const — 1 — 2 - cos* - 


Für const = 0 ergibt sich hieraus die als Kennfläche ge- 
wählte Wellenfliche. Wir werden unten die Auswertung von 
(6) für auf der Achse des Strahlenbündels gelegene Aufpunkte 
durchführen. 


ein Strahlenbiindel geben, dessen Kennfläche ein elliptisches 
Paraboloid!) ist.) Wir setzen 


1 
(0, + 0,77); yo 


wo 9, und og, die Krümmungsradien im Scheitel des elliptischen 
Paraboloids sind, negativ, wenn dieses nach rechts geöffnet 
ist, also einem Strahlenbündel entspricht, dessen Randstrahlen _ a = 
stärker konvergieren als die Paraxialstrahlen.2) Für up er- 
halten wir: | 


Fir 0, =0,=e geht das elliptische Paraboloid in ein Ro- 
tationsparaboloid über und (7) dementsprechend in 


+B; + 


(8) uwp= 


Diese Darstellung ist identisch mit (2), abgesehen von 

einer Koordinatentransformation; man erkennt dies leicht, 
wenn man beachtet, daß 


1 1 1 
+ (cos # + 5) = cos# 


sin? 
cos 


2 


1) Bei verschiedenen Vorzeichen von o, und @, ae sich als Kenn- 
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ist und für den in (2) auftretenden Wert b in (8) der Wert —p 
‚gesetzt ist. 

Die Ausdrücke (7) und (8) gestatten für nicht zu weit ge- 
öffnete Strahlenbündel eine Diskussion der Lichtverhältnisse 
in der Nähe der Brennflächen. Wir werden diese Diskussion 
. in $ 11 durchführen. 


8 8. 

; Für ein beliebiges Strahlenbündel, dessen Kennfläche 

L=L(v, w) ist, war 4 
ik (v, w), R(w, w 


wo die Integration über den ganzen dem geometrisch-optischen 
Strahlenbündel entsprechenden Bereich der Kennfläche zu er- 


strecken ist.!) In dieser Formel tritt die Größe k = == auf, 


wo A die Wellenlänge des Lichtes ist. Nun läßt sich bekannt- 
lich die geometrische Optik als Grenzfall der Wellenoptik auf- 
fassen, bei der die Wellenlänge des Lichtes unendlich klein 
ist. Aus (1) müssen sich demnach die geometrisch-optischen 
Verhältnisse ergeben, wenn dort 1=0, also k— oo ge 
setzt wird. £ 

Bevor wir diesen Übergang vollziehen, setzen wit 
w), N(v, w))={ und denken uns auf der Kenn- 
 Jläche r=r(v, w) die Kurven £ = const gezeichnet. Geo- 
metrisch heißt dies: wir projizieren die Verbindungslinien des 
_ Aufpunktes mit den einzelnen Flächenpunkten auf die zu 
zs diesen gehörigen Normalen (Lichtstrahlen) und verbinden alle 


Wert hat. Für diejenigen Punkte (v, w) unserer Kennfläche, 
die zwischen den Kurven £ und ¢ +d € liegen, können wir { 
als konstant annehmen, so daß: 


f ik(g,- w), w)) 
e 


= ent 


Setzen wir 
ates 


Er 1) Der in § 3 erwähnte, die Lichtverteilung auf der unendlich 
fernen Wellenfläche bestimmende Faktor y(v, w) ist hier fortgelassen. 
Be Bi Seine Hinzunahme ändert an den folgenden Überlegungen nichts. Wir 
können ihn mit X (v, w) vereinigt denken. 
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go erhalten wir: 


do erreicht werden. 
Nun gilt, solange dF/d¢ im ganzen iets 
endlich und stetig ist, die Beziehung?): 


oe 
di=—i ar 
‘Wir untersuchen zunächst das Verhalten von dF im 


Integrationsgebiet. Zu diesem Zwecke betrachten wir d ¢. 
Es ist stets AN 


a lim k- 


Es wird 
6 x (v, w) 


oder, da ae 


ist, R(v, w) 
Ov 


Du 


und analog 


Beide partiellen Ableitungen von &={(v, w) verschwinden 
nun zusammen dann und nur dann, wenn die Vektoren 
fe—x(v, w) und N(v, w) zusammenfallen, da ja 
ON», w ON(v, w 

auf N (v, w) senkrecht stehen. In diesem Falle wird demnach 
auch d¢ = 0. Hieraus und aus (2) folgt, daß — falls der Auf- 
punkt auf einem Lichtstrahl des betrachteten Strahlenbündels 
liegt — der Wert dF'/d¢ für denjenigen Wert von ¢ unend- 
lich wird, in dem der durch den Aufpunkt gehende Lichtstrahl 
die Kennfläche trifft. 

Liegt der Aufpunkt dagegen im geometrisch-optischen 


1) G. Kirchhoff, Vorlesungen über math. Optik, Leipzig 1891, 


8.35. Die Betrachtungen dieses Paragraphen entsprechen ganz der dortigen 
Darstellung. 
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_ Schatten, so bleibt im ganzen Integrationsgebiet d F'/d¢ end: 
lich und stetig. Wir können dann also (3) anwenden. Nehmen 
x wir nun an, daß die Begrenzung des durch das geometrisch- 
optische Strahlenbündel gegebenen Integrationsgebietes der 
 Kennfläche r= x (v, w) auf keiner endlichen Strecke mit den 
Kurven und zusammenfällt!), so verschwindet 
der in (8) auf der rechten Seite stehende Ausdruck, da in diesem 
Falle die zwischen den Grenzen ¢, und ¢, +d£ bzw. u —dt 
and Z, zu nehmenden Integrale (2) von höherer Ordnung un- 
endlich klein werden als d£.2) Wir erhalten also als Resultat, 
: das für die im geometrisch-optischen Schatten liegenden Auf- 
punkte up = 0 wird. 

er Für den anderen Fall, daß der Aufpunkt im Gebiete des 
, geometrisch- -optischen Strahlenbündels liegt, daß also durch 
x ihn ein oder mehrere Lichtstrahlen hindurchgehen, denken wir 
uns auf der Kennfläche um die Fußpunkte der betreffenden 
Lichtstrahlen kleine Gebiete zweckentsprechend abgegrenzt und 
führen dann die Integration einmal über diese kleinen Gebiete, 
= 5 zweitens über die übrigen Teile der Kennfläche aus. Diese 
letzte Integration ergibt, da hier dF/dZ endlich und stetig 
a bleibt, also (8) angewandt werden darf, wie oben den Wert 
% a _ Null. Wir brauchen also nur die Integrale über jene kleinen 
§ Gebiete auszuführen. Wir erkennen, daß sich für Aufpunkte, 
2ER die im Gebiete des geometrisch-optischen Strahlenbündels liegen, 
der Wert up ergibt, indem man die durch thn 
Lichtstrahlen zur Interferenz bringt. 4 


> 
9. 


Wir haben nun noch den RE zu as Feldvektoren 
-€ und § zu machen. Zu diesem Zwecke fassen wir wp als eine 
Komponente des vom Phasenfaktor e‘”’ befreiten Herzschen 
a Vektors 8 auf. Dann ist bekanntlich: 


E = ei”!-rot rot 8 = ei”'- {grad div 8 + k? B} 
=e'"'-ik-rotB 
bzw. 
© = —e'”'-¢k- rot 
© =e'*'-rot rot 8 {grad div 3 +h? 3} 
1) Vgl. Anm. 1 auf S. 739. 


= 2) M. v. Laue, Encykl. d. math. Wiss. V, H. 24, Artikel „Wellen- 
 optik‘“, 8. 438. 
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In $ 6 hatten wir gesehen, daß wir als allgemeine Lösung a 
eines beliebigen Strahlenbiindels die Integraldarstellung oaks 


oder 


ansprechen können. Setzen wir nun beispielsweise 
8. = 0; 8, = 0; 8. = up, 
so erhalten wir mit dem ersten der beiden Ansätze fir € und 9: — 


C= — ffa-y OGB,y)dBdy 
9, 


gesetzt ist. 
Unter Beriicksichtigung der in § 8 durchgefiihrten Be- 
trachtungen können wir nun, falls durch den Aufpunkt nur 
ein einziger Lichtstrahl hindurchgeht, in erster Annäherung i 
die Faktoren a, 6, y für das ganze Integrationsgebiet konstant 
setzen, nämlich gleich den dem entsprechenden Lichtstrahl — 
zugehörigen Werten ap, Bp, yp. Die Berechtigung hierzu er- 
kennt man auch geometrisch sehr leicht, wenn man beachtet, 
daß die Funktion ® (ß, y) eine schnell oszillierende Funktion 
ist außer in der Umgebung des Wertepaares (8p, yp), daß also 
— wie wir in $ 8 sahen — nur diese Umgebung merkliche Bei- 
träge zu up liefert, daß ferner ß, y und demnach auch « bei 
nicht zu großer Öffnung des Bündels — mindestens aber 
während jeder einzelnen sich nahezu vernichtenden Oszillations- — 
periode der Funktion ® (f, y) — nur sehr wenig veränderlich 
sind. Wir können demnach für € und 9, wenn wir noch vo 
dem bei der Mittelwertbildung fortfallenden Phasenfaktor e*” 
absehen, in erster Annäherung schreiben: 


w (8,7) 


ids 
ler 
om 
IN- 
at, 
uf 
leg 
ch 
. 
te 
280 
tig 
r 
wo 
| a Enz. 
te, 
N, 
en 
en 


716 

5,= +h*- Up; = up; §,=90. 

Für die Größen ©, 9, |[€ H]|, die für die Intensität mag. 
gebend sind (je nach der Art des verwandten Meßinstrumentes), 
erhalten wir dann in gleicher Näherung: 


= 9° = [[EH]| = (1 — yp’), 
so daß wir die Intensität in erster Annäherung dem Quadrat 
des absoluten Betrages von up proportional setzen dürfen. 

Ganz ähnliche Überlegungen gelten für den zweiten der 
oben gemachten Ansätze von & und 9. 

Gehen durch den Aufpunkt mehrere Lichtstrahlen im geo- 
metrisch-optischen Sinne, so modifizieren sich die angestellten 
Betrachtungen etwas. Doch können wir bei kleiner Öffnung des 
Strahlenbündels allgemein in gewisser Näherung die Intensität 
dem Quadrat des absoluten Betrages von up proportional setzen, 


§ 10. 

Bevor wir dazu übergehen, die Lichterscheinungen in 
der Nähe der Kaustik zu untersuchen, wollen wir einige Be- 
merkungen über deren Gestalt einschalten. Sei uns zunächst 
ein beliebiges Strahlenbündel gegeben, so können wir dessen 
geometrisch-optische Wellenflächen analytisch darstellen durch 


| + |y ay + 0% \o 


Q2 


wofür wir auch schreiben können: 


1 1 ö 


z= 0,°7. 


Hierin bedeuten 9, und g, wieder die Krümmungsradien der 
Fläche in dem Punkte, in dem sie von der Achse des Strahlen- 
bündels geschnitten wird, positiv genommen, wenn die Wellen- 
fläche dem einfallenden Lichte die konvexe Seite zukehrt. 
Häufig wird es genügen, bei den quadratischen Gliedern der 
Entwicklung stehen zu bleiben, also zu schreiben 


(1) vy) ={— tle. b* aß 
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schiedenen Wellenflichen eines Strahlenbiindels sich — 
diese Beziehung verschieden gut annähern lassen, wie man 
Jeicht einsieht, wenn man beachtet, daß die Wellenflächen des — 


jeweils den betreffenden Wellenflächen entsprechend wählt. 
Während zu allen zu einem Strahlenbündel gehörenden Wellen- _- 
flächen die gleichen Krümmungsmittelpunktsflächen, nämlich BR 
die Kaustiken des Strahlenbündels, gehören, ist dies für die = 
entsprechenden Paraboloide, die aus (1) hervorgehen, wenn ~ as 
sich g, und o, um konstante Werte ändern, nicht der Fall. 
Wir wählen daher als „angenäherte“ Kennfläche dasjenige 
Paraboloid, dessen Kaustik sich derjenigen unseres Strahlen- 
bündels am besten anpaßt. 
Um nun die Brennflächen dieses Paraboloids zu unter- 
suchen, ist es vorteilhaft, nicht von der Darstellung (1) aus- 
zugehen, da dies zu ziemlich komplizierten Ausdrücken führt, 


+ 2); y=+ Vo w-(1+ 
worın: 


24=0,—9,>0; —2a<v<+o; —0<w<+2a. 


Die Koordinaten x, y, z nehmen nur für gewisse Wertebereiche 
von v und w gleichzeitig reelle Beträge an, stellen also nur für 
diese Bereiche reelle Flächen dar. Die Bereiche von v und w, 
die für die Darstellung in Frage kommen, sind abhängig vom 
Vorzeichen von o, und o,. Es wird für 


0, > 0; 0,>0 (elliptisches Paraboloid, nach links geöffnet). 
0sv<+o; +24; 
0, <0; 0,> 0 (hyperbolisches Paraboloid) 3 
OSv<+m0; 


—%a<vS0; 


Die Kurven v = const und w = const sind die Krümmungs- 
linien der betreffenden Paraboloide. 
Annalen der IV. Ti. 


~ 


naB. 
’ | Bündels einander parallel sind, was für die durch (1) dar- Be 
gestellten Paraboloide nicht zutrifft, wenn man dort o, und o, Be. 
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Bezeichnen wir die Krümmungsradien des Paraboloids im 
Punkte (v, w) durch ®, bzw. @,, so gilt für diese: 


,=(w+ /w + + + 3). = + we +e) 


Fiir die Richtungskosinus der Normalen erhalten wir: 


Die Gleichungen der Schalen der Kaustik lauten demnach: 


1-5): 


Bir v=0, d.h. im Schnitte mit der x y-Ebene, folgt 
hieraus: 


’E 


=+( (2a — 


= 


27 9 


Entsprechend ergibt sich für w = 0, d.h. im Schnitte mit der 
x z-Ebene: 


8 a? 


In Fig. 5 ist versucht, die Form der beiden Brennflachen 
eines nach rechts geöffneten Paraboloids zu veranschaulichen, 
wie es etwa einem astigma- 
tischen Strahlenbündel ent- 
spricht, bei dem die ,,Rand- 
strahlen‘ stärker konvergieren 
als die ,,Paraxialstrahlen“. 


Wie 


asp 
ang 
tra 
3 Br 
Aveo 
ist 
a. 
- ill 
| 
Di 
au 
be 
= ne 
Br. - ob 
na 
Ur 
fli 
i 
. 
N... 
bz 
13 
h 
Pe 
2 
fü 
Wwe 
9 


olgt 


der 


Über den Schwingungsvorgang usw. 


Gehen wir vom astigmatischen zum achsensymmetrischen 
asphirischen Strahlenbündel über, so können wir wieder als 
angeniherte Kennfläche dasjenige Rotationsparaboloid be- 
trachten, dessen Krümmungsmittelpunktsflächen sich den 
Brennflächen unseres Strahlenbündels — die eine von ihnen 
ist zu einer mit einem Teile der Achse des Bündels zusammen- 
fallenden geraden Linie ausgeartet — am besten annähern. 
Die oben für das elliptische bzw. hyperbolische Paraboloid 
aufgestellten bzw. abgeleiteten Gleichungen versagen jedoch 
beim Übergang zu 9, @,. Sie nehmen unbestimmte Form 
am. Setzen wir jedoch w= 2a-H und v=o,'ö, so sind die 
oben aufgestellten und abgeleiteten Formeln auch für das — 
nach links geöffnete!) Rotationsparaboloid gültig, da dann die 
Unbestimmtheit verschwindet. Die Gleichungen der Brenn- — 
flächen des (beliebigen) Paraboloids lauten dann: 


+0), 


=— $0,0—ad—o@,, 


% (22 +0), 


wo jetzt für 0, >0; 0>0 die Veränderlichkeitsbereiche 


gelten <+mw; 

fire,<0; ,>0, 

für <0; 0St< ; -o<d=N. 
1 


Gehen wir jetzt zum Rotationsparaboloid 9, =o, >0 über 
80 ergeben sich für die „Brennflächen“ die Gleichungen, wenn 
wir noch 0, = @, = o schreiben und berücksichtigen, daß jetzt 
2a = 0 ist: } 


1) Für das nach rechts geöffnete Rotationsparaboloid ist entsprechend Eee i 
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J. Picht. 


59), 
bzw. 


Schreiben wir noch #=tg?d; w= cos*g, so gehen diese 
Gleichungen iiber in die bekannten Gleichungen der Evoluten. 
schalen eines Rotationsparaboloids : 


=—o+(1 + d) + 
y, =0 bzw. 1, tg*d-cosg, 
,=0 z, =Fo-tg*s-sing. 


Fig. 6 zeigt die Gestalt der Brennflichen des Rotationspara. 
boloids, d.h. eines achsensymmetrischen Strahlenbiindek, 


Aug Randetiahlen wie oben stärker konvergieren als seine 
Paraxialstrahlen. 

Bei den sogenannten „sphärisch korrigierten‘ optischen 
Systemen, die so bestimmt sind, daß die einem bestimmten 


Öffnungswinkel d zugehörigen Randstrahlen denselben Brenn- 
punkt besitzen wie die Paraxialstrahlen, nimmt nach Berek 
und Driesen!) die Kaustik die in Fig. 7 dargestellte Gestalt an. 


1) M. Berek u. A. Driesen, Über die Kaustik in der Achse 
sphärisch korrigierter Systeme, Centr.-Zeit. f. Opt. u. Mech. 41. 8.325. 
1920. Dort ist auch die Gleichung der Kaustik sowie die der zugehörigen 
Lichtstrahlen gegeben. Außerdem sind Literaturangaben über Kata- 
kaustiken und Diakaustiken geben. 
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der Gegend: der Brennflächen selbst eine Form annehmen, 
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In den Figg. 8a und 8b sind zu den Brennflächen des 
„sphärisch unkorrigierten“ und des „sphärisch korrigierten“ 
achsensymmetrischen Strahlenbündels einige geometrisch- 
optische Wellenflächen gezeichnet. Wir sehen, daß diese in 


4 


Fig. 8a. Fig. 8b. 


die sie für eine Wahl als Kennfläche des Strahlenbündels wenig 
geeignet erscheinen läßt. Liegt dagegen die Kaustik ganz auf 
der einen Seite der geometrisch-optischen Wellenfläche, so 
nimmt diese eine sehr einfache Form an, worauf wir “oben 
bereits kurz hingewiesen haben. 


§ 11. 
In $ 10 hatten wir gesehen, daß ein beliebiges astig- 
matisches Strahlenbündel in erster Näherung ersetzt werden 
kann durch ein solches, dessen Brennflächen die Evoluten- 
schalen eines elliptischen oder hyperbolischen Paraboloids sind. 
Die Gleichung (7) des $ 7 gab uns die Integraldarstellung 
dieses Strahlenbündels, kann also als näherungsweise Dar- 
stellung eines beliebigen Strahlenbündels aufgefaßt werden. 
Seine Diskussion gibt uns daher nicht nur Aufschluß über die 
Liehtverhältnisse in dem speziellen Strahlenbündel, sondern 
auch die ungefähren Lichtverhältnisse eines beliebigen Strahlen- 
bündels, wenigstens soweit es sich um „sphärisch unkorrigierte“ 
astigmatische Bündel handelt. (Der Ausdruck ,,sphirisch un- 
korrigiert‘ ist hier in sinngemäßer Übertragung auf astig- 
matische Bündel zu verstehen.) 
Statt der strengen Lösung (7) des $ 7 können wir bei nicht 
m großem Öffnungswinkel des Strahlenbündels schreiben’): 


1) Den Integralausdruck (1) können wir genauer nach § 6 als 
Lösung für ein Strahlenbündel ansprechen, dessen Kennfläche den Glei- 
chungen 
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„ar Yı 
up= fe oP dp 
22 
2 


(8 0 | 6, 


so geht dies über in ae | 


2 zp+& 2 zp+&% 
up=—- 
(2) 
fe 
eu 
1 » 


Yy k 


c= — + 7°); y= — — gr); 


tp+o,|, 


= Lee, — a7’) 


ap. 


rer 


ist 

d . 

Setzen wir nunmehr 

4 

= 1 Fiz? 
dd. ——. f e di, 

wo 

4, = — zp-+ 0, Rey 

Bar: 

De rs genügt, und für welches die Lichtverteilung auf der unendlich fernen 

 Wellenfläche durch den Faktor Y 1 — — 7? bestimmt wird. 


aL 


a Uber den usw. 78 


und im Exponenten des Integranden das —-Zeichen zu nehmen ® = 
ist, wenn die in s,,; 5,3 (x =1, 2) auftretende Größe z>+0,>0 
tp+o, <0, so gilt das +-Zeichen. 


>_> 


imaginäre Achse 


Zur Diskussion von (2*) benutzen wir die Cornusche 
Spirale (Fig. 9). Bekanntlich sind der reelle und imaginäre 


Teil des Fresnelschen Integrals J gleich der reellen 


bzw. imaginären Koordinate tial Punktes der in der kom- 
plexen Ebene é + 4-7 gezeichneten Cornuschen Spirale. Ihre | 


21 Y V —elz 
x 
€ 
| aq . 
$, $ 
a 
vr, 
N a 
gt, 
a 
g 
AY 
fi 
on 


Bogenlänge vom Nullpunkte bis zu dem durch fen 


bestimmten Kurvenpunkte ist gleich s.3) 


Wir wählen nun hier die vier Punkte Q,,, Qj, Orr On 
so, daß die vom Nullpunkt der Spirale aus gemessenen Bogen- 
längen bis zu den betreffenden Punkten den Werten s,,, 51, 
S91, S92 entsprechen, daß also == = = Sag, = Say, 

= ist. Ist s,>0, so liegt bei 0. > 9 der 
Punkt Q,, im vierten Quadranten, bei tp +o, <0 im ersten 
Quadranten.?) Ist dagegen s,, <0, so liegt bei +0,>0 
ae Be der Punkt Q,, im zweiten Quadranten, bei zp+ 0, <0 im 
22 ee dritten Quadranten. Man erkennt leicht, daß der Punkt Q,, 
Eu stets links vom Punkte Q,, und der Punkt Q,, stets links vom 
Punkte Q, liegt. Wir wollen uns noch über die Lage der 
Te Q., für die verschiedenen Aufpunkte orientieren. Zu 
ee Zwecke denken wir uns durch die Linie (yp=0; 
0, =(0) einerseits, durch die Linie (>=0; zp + 0, = 0) 
andererseits je eine Schar von Ebenen gelegt, so daß für die 
Punkte dieser Ebenen 
Tp Qs 
ba ist. Die beiden Linien, durch die die betreffenden Ebenen- 
seharen gelegt sind, sind die Brennlinien des Strahlenbiindels 


= const = C, 


u Punkte, die durch die Beziehungen 

%p=Cy* (apt 9) 
bestimmt sind, die also auf einer Geraden liegen, die näherungs- 
weise als zusammenfallend mit einem Lichtstrahl angesehen 


werden kann, dessen Richtungskosinus sich ergeben aus den 
Gleichungen 


1 


= 


Vi + 07 + 0 


Artikel ,,Wellenoptik“, S. 432 und P. Debye, a. a. O., S. 765. 
2) x = 1,2; A = 1,2. TEN 


a erster Näherung). Wir betrachten nun jeweils nur solche . 


1) Siehe z.B. M. v. Laue, Encykl. d. math. Wiss. V, H. 24, 
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Umgekehrt ist C, = G= . Das betrachtete Strahlen- 


war begrenzt durch die Besichungen 
-„ZEyr=+71- Wir können folgende Tabelle aufstellen, Be 
die die Abhängigkeit des Vorzeichens der Größe s,, und damit 


Liehtstrahles bestimmenden Konstanten C, und C, erkennen läßt. 


-A<a<+tß 
>0 


<0 <0 


Sis >0 = 0 <0 


| —-n<a<tn |\C,=+n 


Ses $0 >0 >0 =0 <0 


81 


Wir bezeichnen das Integral J e* 2 "46 durch den Vek- 


den Winkel ¢,, bestimmt wird, den 0Q,, mit der ro 
reellen Achse bildet. Dann ist also len, 


ie 


wobei <P < * a. Analog gilt: 


Je dd = 0), — = 0, = a, 
ist, worin a, = Qn a, = Qn Gaal = Qn 6 und 9, der 
Winkel, den der Vektor a, mit der positiven reellen ER 
einschließt. Analog ist: ER 


2 de= m, 
$21 


Steht im Exponenten des Integranden das —-Zeichen, ist also 
tp +o,>0, so ist der Winkel g,< 0 und umgekehrt. 
Wir setzen noch die Bogenlänge der Cornuschen —_ 
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von Q,, nach Qj, gleich s,, von Q,, nach Q,, gleich s,, so daß 
81g — Sy, = 8, und S99 — So, = 8 ist. Dann wird, wenn wir 


statt ¢ die Exponentialgröße e'? schreiben: 


Ag 


a 

(3) 
1 2 y z 

2 


1 1 

A ys, Die Intensität setzen wir nach $ 9 dem Quadrat der 
Amplitude proportional. Die Amplitude der Lichtbewegung 


wird — abgesehen von dem Faktor =. Pi’ 7, — dargestellt 


durch das Produkt der beiden Quotienten Ber und oo In 
während die anomale Phasenänderung durch 


@ +9, + 9) wird, da sich der zweite Phasen- 


faktor bei dem Fortschreiten längs eines 
Lichtstrahles normal ändert. Betrachten wir nämlich zwei 
Aufpunkte P und P, auf dem gleichen Lichtstrahl, und sei 
bd Abstand dieser beiden Punkte gleich d, so ) wird 


demnach 


1 1 1 


.e 


so daß in gleicher Näherung wie oben 
-1 


wird. Die beiden von der Lage des Aufpunktes unmittelbar 
abhängenden Phasenfaktoren unterscheiden sich also bei den 
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Aufpunkten P und P, nur um e'*@, entsprechend dem auf dem 
Liehtstrahle gemessenen Abstande der beiden Punkte. 


its 
Quadranten an), so daB gy, = y, = — 7, also > 0. 
Für Aufpunkte weit hinter beiden Brennlinien fallen Q,, und 


punkte S, zusammen, so daß jetzt 9, == +4, also 


9, +9, =n. Dies zeigt, daß der Durchgang durch beide 
Brennflächen den Phasensprung x verursacht. Entsprechend 
erkennt man, daß — falls beide Brennflächen hinreichend 
weit entfernt sind — der Durchgang durch jede von ihne 
den Phasensprung 2/2 bewirkt.?) 

Einer besonderen Erörterung bedarf der Fall, daß zp+o, =0 
bzw. p+ e, = 0 wird, daß es sich also um Aufpunkte handelt, 
die in der durch eine der beiden Brennlinien gelegten achsen- 
senkrechten Ebene liegen, da hier die Werte s,, und s,. bzw. 
8, und s, unbrauchbar werden. Man erkennt aber leicht, 
daß sich in diesem Falle ergibt: 


2k 
(4) up= kyph, 8 


bzw. 


® 


2k 
(6) up= N‘ kapfı 


Für yp=0 (bzw. zp=0) gehen diese Gleichungen in die Be 
Gleichungen (3) oder (3*) über, wenn dort yp=0; zp+0, = 0 
(bzw. zp = 0; 2p +00) gesetzt wird, da in diesem Falle 
sin (k yp von sin (k%p7;) \ (baw. 
k yp, kaipn J ER 

gleich 1 wird. 

Wir könnten noch einige theoretische Betrachtungen über 
die Intensität bzw. deren örtliche Änderung in der Nähe der 


1) Wegen der geringen Öffnung des Strahlenbündels, die wir bei 
der Annäherung vorausgesetzt haben, ist es unwesentlich, ob wir von 
„Brennlinie‘‘ oder von „Brennfläche‘““ sprechen. 

2) Vgl. die Betrachtungen des folgenden Paragraphen. oe 


— 
ir ‘ 
inkt 3rennli 
Q,, und Q,, im Windungspunk , der Cornuschen Spirale, 
— 
t 
8 
via 
1 +9) ir |2p+ 2 
.e 
5 


Brennlinien folgen lassen. Man erkennt z. B. durch Uber- 
legungen, betreffend die Lage der Punkte Q,, in Abhängigkeit 
von dem Wert der oben definierten Größen C,, leicht, daß in 
der Nähe der Brennlinien Maxima und Minima der Intensität 
auftreten. Ferner lassen sich auch gewisse Aussagen über die 
Größe bzw. die Abnahme der Intensität in Punkten außerhalb 
des geometrisch-optischen Strahlenbündels machen, so u. a, 
daß dort die Intensitätsabnahme bei der speziellen Wahl der 
Begrenzung des Strahlenbündels, die wir oben angenommen 
haben, und die durch — A, - 
gekennzeichnet war, nicht in allen durch die Achse gehenden 
Ebenen gleich schnell erfolgt, daß vielmehr die Abnahme in 
der Ebene yp = 2> schneller vor sich geht als z. B. in der Ebene 
Yp=0 (bzw. zp = 0), in der die eine (bzw. die andere) Brenn- 


linie liegt.) Denn verfolgen wir die Lage der Punkte Q,;, so 
sehen wir, daß im letzten Falle nur eines der Punktepaare Q,,, 
Q,, im gleichen Quadranten liegt (vgl. die Zusammenstellung, 
die das Vorzeichen von s,,, s,, in Abhängigkeit von dem Werte 
der Größe C, gibt), während dies im ersten Falle für beide 
Punktepaare gilt. Gerade dies aber ist der geometrische Aus- 
druck für die Abnahme der Intensität. Denn je mehr die beiden 
zusammengehörenden Punkte Q,,, Q,. sich dem gleichen 
Windungspunkte der Cornuschen Spirale nähern, um so ge- 
ringer wird — von gewissen Schwankungen abgesehen — die 
zugehörige Verbindungsstrecke Q,,Q,., deren Quadrat ja — 


durch das Quadrat des Bogens Or dividiert — in dem 
Intensitätsausdruck als Faktor auftritt. Wir wollen jedoch 
davon absehen, die Verhältnisse, die man zwar leicht übersieht, 


1) Vgl. die Figg. 12a und 12b. 
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die sich aber mit allen Einzelheiten nur umständlich in Worten 
ausdrücken lassen, hier ausführlich zu erörtern. Wir wollen _ 
statt dessen einige graphi- 
sche Darstellungen geben, 
die unter Benutzung der 
Cornuschen Spirale her- 
gestellt sind, und die 
die Intensitätsverhältnisse 
leicht und anschaulich 
überblicken lassen. 

Die Figg.10—14 gelten 
alle für ein astigmatisches 
Strahlenbündel, wie es 
durch Gleichung (1) dar- 
gestellt ist, und bei dem’ 
der Abstand der beiden 
Brennlinien 200 4 beträgt. 
Die Öffnung ist durch 
28, = 2y, = 0,2 gegeben. 
Fig.10 veranschaulicht die 2 
geometrisch-optischen Ver- 
hältnisse des betreffenden 
Strahlenbündels.!) Fig. 11 
zeigt die Intensitätsver- 
teilung längs seiner Achse. 
Man erkennt, daß bei 
dem gewählten Abstand der 
beiden Brennlinien die In- 
tensität in der Mitte 
zwischen ihnen, d.h. an 
der „Stelle engster Ein- 
schnürung“, größer ist, als 
an der Stelle, in der die 
Achse von den beiden 
Brennlinien geschnitten 
wird.) Die Lage der ‘ 

1) Durch die Strahlen (1), (1’), (2) der Figur sind die Randstrahlen des 
Bündels angedeutet. Die die x-Achse in den Punkten +a und —a senkrecht 


0027 


diesem beleuchteteTeil der yx-Ebene ist durch Schraffierung gekennzeichnet. 
2) Vgl. $ 13. 
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beiden Brennlinien (2»,—=+100 4) ist in der Figur angedeutet, 
Wir sehen ferner, daß die Lage der Brennlinien auf der Achse 
nicht unbedingt durch ein (relatives) Maximum ausgezeichnet 
ist (vgl. aber Fig. 13). 

Die Figg. 12 geben uns die Intensitätsverteilung in der 
achsensenkrechten „Ebene engster Einschnürung‘“ !), und zwar 


J 
%p=0; Yp=0 
(bzw. %p=0; %p = 0). 


* 


+0 +20A Zplbezwyp) 
Fig. 12a. 
05 Yp= + tp 
: 


/Schnitt mit den Rand'strahlen) 


l 


0 0 
Fig. 12b. 


a) in der Richtung, in der sie von der Brennlinienebene yp= 0 
(bzw. zp=0) geschnitten wird, b) in der Richtung yp= 2» 
_ Wegen der gewissermaßen quadratischen Pegrenzung unseres 
 Strahlenbündels entspricht in dieser Richtung etwa der 
Wert Yyp? + zp? = 14,14 4 der geometrisch-optischen Grenze, 

_ während diese in der Brennlinienebene etwa bei 104 liegt. Man 
ersieht aus der RE den Unterschied der ie 
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abnahme in den beiden Richtungen. Auf Grund dieser Figuren 
können wir uns leicht ein Bild von der Intensitätsverteilung 
in der ganzen betreffenden Ebene machen. 

Die Figg. 18 lassen die Intensitätsverteilung in der 
Brennlinie selbst sowie in der durch die Brennlinie ge- 


6eom-optische Begrenzung 


Fig. 13a. 


legten achsensenkrechten Ebene erkennen. Die geometrisch- 
optische Begrenzung der Brennlinie, die in unserem Falle 
etwa bei 204 liegt, ist in der Zeichnung angedeutet. Auf- 
fällig ist hier, daß die Brennlinie nicht in derjenigen Stelle 
ihr Maximum besitzt, wo sie von der Achse des Bündels ge- 
schnitten wird,sondernaußer- 
halb der Achse. Dies ist 
jedoch nicht stets der Fall, 
sondern nur durch unsere 
speziellen Annahmen über 
die Größe der Öffnung und 
des Brennlinienabstandes be- 
dingt, wie man leicht er- 
kennt. Würden diese Größen 
so gewählt sein, daß das tp=0 
Produkt aus ß, (bzw. y,) und (bzw. =- 0; yp= 0). 
der Quadratwurzel aus dem Fig. 18b. 
in Wellenlängen gemessenen bi 

Brennlinienabstand etwa gleich 1,2 (~ 2-V#) ist, so würde 
die Brennlinie auf der Achse ein Intensitätsmaximum haben. 


= 
N 
3 
"20 -0 +10 +20 Zofberm Np) 
0 
4 


linie mit dem variablen Faktor 


 Achsenpunkt der Brennlinie. Man erkennt, 
linie von parallelen, vollkommen ähnlichen 
beiden Seiten umgeben ist, deren Intensitä 
abnimmt. 


= _ Die Zeichnung (Fig. 13b) gibt die entsprechen 


Die Intensität der ersten Nebenbrennlinien beträgt 


2 wi Die Abnahme der Intensität in der durch die Brennlinie ge. 
a. legten achsensenkrechten Ebene ergibt sich durch Multipli- 
=  kation der Intensität in den einzelnen Punkten der Brenn- 


4 


daß die Brenr- 
Brennlinien auf 
t jedoch schnell 


20 +00 


Fig. 14b. 


In den Figg. 14 ist die Intensitätsverte 


in ihrem Schnittpunkte mit der Achse, 


-200 -100 o +00 > 


7201” 5 


aoe Randstrahl (1). Für Randstrahl (1’) ist die Kurve an der 


ilung längs eines 


Randstrahles des geometrisch-optischen Strahlenbündels ge 
zeichnet und zwar a) für einen Randstrahl, der in der xy-Ebene 
Be oti? / liegt. Dieser durchsetzt die der z-Achse parallele Brennlinie 


die der y-Achse 
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und in unserem Falle etwa bei 204 (s. 0.) liegt. b) Für 
einen Randstrahl, der durch die Beziehungen $ = ß,; y = y, 
gekennzeichnet ist, der also beide Brennlinien im Abstande © 
904 von der Achse durchsetzt. Als Abszisse ist jedoch in 
diesen Figuren nicht die auf dem Strahle gemessene Entfernung 
in Wellenlängen angenommen, sondern die Werte ap der ein- 
gelnen Punkte des Strahles, um so leichter die Möglichkeit — 
m haben, die Lichtverhältnisse in einer achsensenkrechten | 
Ebene unter Hinzuziehung der Fig. 11 zu betrachten. Die 
lage der Brennlinien ist eingezeichnet. Man erkennt im zweiten 
Falle die Symmetrie sowie die (absoluten) Intensitätsmaxima 
im Schnitt des Randstrahles mit den Brennlinien. Im ersten 
Falle erkennt man die Auszeichnung der einen, im Achsen- _ 
punkte durchsetzten Brennlinie. 
Der Maßstab der Intensität ist in allen Figuren der gleiche, 
während der Maßstab der Abszisse in den Figg. 12 und 18 
gleich ?/,, von dem der Figg. 11 und 14 ist. Ist der Abstand 
der beiden Brennlinien sehr groß, so erkennt man leicht 
durch analoge Überlegungen, daß die Lichtverhältnisse in der _ 
Nähe der Brennlinien denen entsprechen, die Debye in der 
oben erwähnten Arbeit für eine Zylinderwelle angibt. 


§ 12. Ess 


Wir wollen nun die im vorigen Paragraphen angestellten 
Betrachtungen unter Benutzung der Ergebnisse des $8 dahin eh 
erweitern, daß wir ein beliebiges Strahlenbündel als gegeben Ps 
annehmen, dessen Kaustik nur den in $3 angegebenen Be- 
dingungen unterliegt. Wir werden dann bei beliebig großer 
Öffnung des Strahlenbiindels im allgemeinen nicht mehr mit __ 
der Annäherung des vorigen Paragraphen auskommen. : 

Wir wollen gleich hier bemerken, daß wir die für die 
mathematische Behandlung eingeführte Kennfläche außerhalb 
des geometrisch-optischen Strahlenbündels beliebig fortgesetzt 
denken können, da ja die Integration nur über den im geo- 
metrisch-optischen Sinne belichteten Teil desselben auszu- 
führen ist, die gedachte Fortsetzung also ohne Einfluß ist. 
Wir wollen die Fortsetzung jedoch aus leicht erkennbaren 
praktischen Gründen so vorgenommen denken, daß die Tan- 
gentenebene sowie beide Krümmungshalbmesser stetig bleiben, Be 
und daß — falls dies mit den beiden genannten Forderungen 
Annalen der Physik. IV, Folge. 77. 
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verträglich ist — die Normalen der Fortsetzung keiner der 
Normalen der Kennfläche parallel laufen. 
wo ae Nennen wir — um eine von Mascart?) gebrauchte Be- 
ee 4 zeichnung zu übernehmen — den Punkt, in dem ein durch 
den Aufpunkt P gehender Lichtstrahl die Kennfläche (Wellen. 
= Lg fläche) unseres Strahlenbündels trifft, einen ,,Pol des Punktes P“, 
Fr so können wir das in § 8 erhaltene Resultat so aussprechen: 
oe Um einen ersten Überblick über die Lichtverhdltnisse zu erhalten, 
im P herrschen, haben wir die Integration 


up = (v, w)+ K(v, w)do 


nur über die im Innern des ihnen Strahlen- 
bündels liegenden Pole des Punktes P auszuführen. 
Ss ‘= Wir führen den hier zu behandelnden allgemeineren Fall 
we auf den spezielleren des vorigen Paragraphen zurück. Wir 
3 denken uns zu diesem Zwecke das Koordinatensystem (z, y, 2) 
so gewählt, daß der Ursprungspunkt mit dem Pol des Punktes P 
ee:  zusammenfällt, über den, d. h. über dessen Umgebung, wir die 
Integration in (1) ausführen wollen. Die z-, y- und z-Achsen 
fallen mit dem durch den Aufpunkt gehenden Lichtstrahl bzw. 
mit den Tangenten der Hauptkrümmungslinien der Kennfläche 


ae 


 Grenzfall k—> oo, d.h. für die geometrische Optik, nur die 
durch die Pole des Aufpunktes P gehenden Lichtstrahlen für 
die in P herrschende Intensität in Frage kommen, die Inte- 
 gration also nur unmittelbar über die Pole 


We an, was man auch aus der Kurvengestalt des 
_ Integranden sofort erkennt. Da aber auch in diesem Falle 
nur die Umgebung des Poles für die Integration einen wesent- 
lichen Beitrag liefert, so können wir uns bei der für die Inte- 
gration notwendigen Darstellung der Fläche in der Umgebung 
des Poles auf die quadratischen Glieder der Entwicklung be- 
schränken. Wir erhalten dann: 

wo die Kurven v = const und w = const den Werten y = const 
bzw. z= const entsprechen. Die Werte go, und bedeutes 


1) E. Mascart, Traité d’Optique, 1. S. 398. u. 
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wieder die Krümmungshalbmesser der Kennfläche im Pole des 
Punktes P. Der Punkt P selbst habe die Koordinaten 
(Rp, 0, 0). Außerdem wird: ‘ 


Ro, w) = 


1+ ) + ) 

Setzen wir noch 


» w\? w \3 
s0 wird in der erwähnten Näherung: REN... 
w) = E(B, x) ={— 
Setzen wir dies in (1) ein, so erhalten wir: Fe 


wofür wir in erster Annäherung auch schreiben dürfen, wenn 
=1— + y?) gesetzt wird: 


1 1 

upt = ep. [fe E pre 


zu integrieren etwa von ß, bis ß, bzw. von y, bis 72.2) Für Pole | 
im Innern des geometrisch-optischen Strahlenbündels ist 
sign , + sign , und sign y, + sign y, also etwa A, <0; 
> 0; <0; y>0. (Der Stern * bei ur* soll andeuten, 
daß es sich hier nur um den Anteil eines einzelnen der durch P 
gehenden „Lichtstrahlen“ an die in P herrschenden Licht- 
verhältnisse handelt. Um die gesamte in P vorhandene Licht- 

intensität zu erhalten, sind alle durch P hindurchgehenden 

Lichtstrahlen zu berücksichtigen). 


1) Dies ergibt sich auch sofort durch geometrische Überlegungen. T 
Vgl. auch $ 10, Gleichung (1). aoe 

2) Daß die Integrationsgrenzen ß,, fa, 7, 7, im allgemeinen durch 
gewisse Gleichungen gegeben sein werden, möge hier unberiicksichtigt 
bleiben. 
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J. Picht. 


Hier können wir die Integration nach 8 und y getrennt halt 
vollziehen. Wir setzen noch Inte 


Rp+ = 


€ 


Wir erhalten so: 8 
1 S32 size unc 
en 

Soa — Sa Rü 

u 


wo im Exponenten des Integranden das —-Zeichen gilt, wenn 
Rr +o, >0 und das +-Zeichen, wenn Rp + 0, < 0 (x =1,9) af 
ist.) 

Die Gleichung (4) stimmt im wesentlichen überein mit 
Gleichung (2*) des $11 und gestattet demgemäß eine ganz | Ph 
entsprechende Diskussion, die hier nicht nochmals durchgeführt | me 
zu werden braucht. Wir übernehmen vielmehr die dort er- | Wi 
 haltenen Ergebnisse und schreiben zunächst statt (4) in Analogie | * 


2 
zu (3) des § 
- k i ti-= + it 
= Ir et kB, (2, . (7. —7;) . . * 


WO Gy, $;, Gy, 83, Py, 9, dieselbe Bedeutung wie in $11 haben. | lie 

Nehmen wir nun vorerst an, daß durch den betrachteten 
Aufpunkt nur ein Lichtstrahl des Strahlenbiindels hindurch- | ist 
geht — dies wird für sehr weit von den Brennflächen entfernte | Jie 
Aufpunkte im allgemeinen zutreffen —, so können wir aus (5) | ij 
sofort die Intensität — diese gleich dem Quadrat der Ampli- | gil 
tude gesetzt — ablesen, die im Aufpunkte herrscht. Wir er- 


1) Der Wert Rp-+ o, gibt die Entfernung des Punktes P von dem 
Punkte, in dem der durch P gehende Lichtstrahl die «te Schale der Kaustik 
trifft, da einer dem einfallenden Lichte die konvexe Seite zukehrenden dü 
Kennfläche ein Wert 9, > 0 zugeordnet war. 


» ed Fr 
| 
stra 
ß k |R + | 
. —e = 
1 Pt stal 
den 
7 
- 


dd 


dé 


halten nämlich, abgesehen von dem Faktor k?/4n?, für 
Intensität im Punkt P: ae 


2 2 
Betrachten wir Aufpunkte, die auf demselben „Licht- 


strahle‘“ liegen, so ist für diese (8, — ß,) und — y,) kon- 
stant. Für solche Punkte ist also die Intensität proportional 


dem Quadrat des Produktes der beiden Quotienten a. und 
1 

\ 


aus der gradlinigen Entfernung Q,,Q,. (bzw. Qsı Qo) 


und der Bogenlänge On Die (bzw. Oz Qos) der Cornuschen 
Spirale. Betrachten wir dagegen Punkte, die auf verschie- 
denen ,,Lichtstrahlen“ liegen, so werden im allgemeinen die 
Größen (ß, — ß,) und (y,— y,) nicht völlig konstant sein, 
wie man leicht aus den früheren Betrachtungen erkennt. 
Rückt der Punkt P auf dem Lichtstrahle weiter, so sind da- 


durch — wie man geometrisch leicht einsieht — Schwankungen Be e 
der Intensität bedingt, die in der Nähe der Kaustik am schärfsten _ 
ausgeprägt sind.) 


Der Ausdruck (5) gibt uns auch die sogenannte ,anomale 
Phasenänderung‘‘, die das Licht — abweichend von den geo- 5 a 
metrisch-optischen Annahmen — auf seinem Wege erleidet. 
Wir können diese anomale Phasenänderung wieder gleich 


n . . . . 
5 +Pı +9, setzen, indem wir die Phase, die in einem vor 


den Brennflächen liegenden, unendlich entfernten Aufpunkte 
herrscht, als die normale ansprechen, auf die wir die übrigen 
beziehen. Für Aufpunkte, die sehr weit vor den Brennfläcken 
liegen, für die also a 
Rp+e>90; 

ist, erhalten wir so in Ubereinstimmung mit unserem urspriing- 
lichen Ansatz den Phasenfaktor e*®p, Sind die beiden Brenn- 
flächen sehr weit voneinander entfernt, so daß es BR KR 
gibt, für die die Bedingungen gelten a 


Rp+ 0, <9; Rp+eo,>0; | 8,, | > 1,7) 


1) Vgl. §§ 11 und 13. 
2) Diese Bedingungen wird man bereits als erfüllt annehmen 
dürfen, wenn beide Brennflächen etwa 10000 Wellenlängen, d.h. etwa 
5mm, voneinander entfernt sind. 
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so ergibt sich hierfür als Phasenfaktor der Wert _ ee 


kR,+ 
er P 7) , da jetzt g, = +7 und p=-7 
wird. Wir erhalten also für zwei Aufpunkte, zwischen denen 
eine der beiden Brennflächen liegt, ‘unter der Voraussetzung, 
daß beide Aufpunkte von beiden Brennflächen weit genug ent- 


fernt sind, als anomale Phasenänderung den Wert >: wie er 


sich bei der Betrachtung von Zylinderwellen ergibt. 
Rückt der Aufpunkt über die zweite Brennfläche hinweg, 
so ergibt sich, wenn er von dieser sehr weit entfernt ist, wenn 


ist, als Phasenfaktor der Wert ER 

e'«R,+m), da jetzt A=~=+ > 


ist. Hat der Lichtstrahl also beide Brennflächen passient, 80 

entspricht dem eine anomale Phasenänderung von der Größe x, 

wie es auch für Kugelwellen gilt, bei denen beide Brennflächen 

in einen gemeinsamen Punkt, den Brennpunkt, ausarten. 
Wir hatten bereits in § 8 gesehen, daß 


(6) = = eik(zp - zW,w), R(v,w)) O 

der Schwingungsgleichung Au+k?u=0 genügt. Die hier 
durchgeführten Betrachtungen zeigen nun auch, daß (6) den 
Grenzbedingungen genügt. Wir sahen nämlich, daß im Gebiete 
des geometrisch-optischen Schattens u, den Forderungen ent- 
sprechend den Wert Null annimmt (s. u.), daß dagegen für 
Aufpunkte, die im geometrisch-optischen Strahlenbündel sehr 
weit vor den Brennflächen liegen, sich aus (5) der Wert 


ikR 


e 
up = 


ergibt (— gleichfalls den gestellten Forderungen ent- 


ae —), da ja dort o, und ge, gegen R,im Produkt s, 8 
zu vernachlässigen sind, also 
2n 


wird. 
...... Vernachlässigen wir g, und g, nicht, so erhalten wir aus (5): 
eikR,, 
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Hierdurch ist der in $ 8 noch fehlende geometrisch-optische 
Wert von up nachgeliefert.1) Für Aufpunkte zwischen beiden 
Brennflächen (und von diesen hinreichend weit entfernt) tritt 


noch der Faktor e''?', für Aufpunkte weit hinter beiden Brenn- | 
flächen der Faktor e** hinzu. 
Wir wollen den Gültigkeitsbereich vorstehender Über- 
legungen untersuchen. Rückt der Aufpunkt in die Nähe der 
geometrisch-optischen Begrenzung, d. h. in die Nähe der Rand- — 
strahlen, so wird die „Umgebung des Poles“, die gewisser- 
maßen den ‚Lichtstrahl‘ bildet, für Aufpunkte im Innern 
des Strahlenbündels nicht mehr vollständig dem Integrations- 
gebiet angehören, für Aufpunkte außerhalb des Strahlen- 
bündels aber zum Teil noch in das Integrationsgebiet hinein- 
ragen. In der Nähe des Randes werden daher — abweichend 
von der geometrischen Optik — ,,Beugungserscheinungen“ auf- 
treten. 
§ 13. 
Für weit entfernte Aufpunkte im Innern des Strahlen- _ 
bündels konnten wir annehmen, daß durch sie nur ein einziger 
Liehtstrahl hindurchgeht. Diese Annahme ist für Aufpunkte ; 
in der Nähe der Kaustik nicht mehr möglich. In den Figg. 15 3 bi 
und 16 haben wir?) für das „sphärisch unkorrigierte“ und — 
das „sphärisch korrigierte‘ achsensymmetrische Strahlenbündel 
einzelne Gebiete abgegrenzt und durch die Zahlen 0, I, II... 
bezeichnet. Diese Zahlen geben an, wieviel Lichtstrahlen des 
betreffenden Strahlenbündels durch einen Punkt des ent- 
sprechenden Gebietes hindurchgehen.®) *) Für Strahlenbiindel, 
die in zwei getrennten Brennflächen konvergieren, liegen di 


1) Scheinbar widerspricht dieser Aussage der Wert, den Debye 


im Fall der Kugelwelle von kreiszylindrischer Öffnung für Achsenpunkte 
ableitet. Es ist aber zu bedenken, daß dann der oben ausgeschlossene 
Fall vorliegt, in welchem die Begpuuuig des EEE der 
Gleichung ¢ = const genügt. 
2) Vgl. J. Fischer, a. a. O. S. 371. 
3) Durch die Punkte desjenigen Teiles der Achse, der mit der aus- — 
gearteten Kaustik zusammenfällt, gehen (— der Achsensymmetrie wegen—) Er 
(2-c +1) geom. opt. Lichtstrahlen bzw. (4: + 1). x 
4) Die Figuren bestätigen die Annahme, daß durch weit entfernte _ 
Aufpunkte des Strahlenbündels im allgemeinen nur ein einziger Licht» 
strahl hindurchgeht (vgl. jedoch die Verhältnisse beim Regenbogen- = 
problem). - 


OR. 
n 
=: 
.; 
0 
9 
n 
ie 
4, 
E 
2 
BEN. 


Verhältnisse ähnlich, jedoch im allgemeinen komplizierter, 
Etwas einfacher dagegen werden die Verhältnisse, wenn wir 
uns auf wenig geöffnete Strahlenbündel beschränken, die — 
wie das in $ 1 behandelte — in zwei getrennten Brennlinien 
konvergieren. Dort geht auch in der Nähe dieser Brennlinien 
durch jeden Punkt des Strahlenbündels nur ein einziger Licht- 
strahl hindurch. 

Wir betrachten nun den Anteil, den ein einziger ,,Licht- 
strahl“ an den im Aufpunkte P herrschenden Lichtverhält- 
nissen hat, wobei P nach unserer Annahme auf dem Licht- 


ad AT 
pak. 


“Me 


strahl liegt, und zwar jetzt in der Nähe der Kaustik. Wir 
haben hier noch zwischen den beiden Fällen zu unterscheiden, 
daß der Abstand der beiden Brennflächen (bzw. Brennlinien) 
ie sehr groß oder sehr klein ist. Wir nehmen ihn zunächst als 

% BE Liegt dann der Punkt P noch in großer Ent- 
_ fernung vor den beiden Brennflächen, so liegen die in § 12 dem 

ee _ Aufpunkte P zugeordneten Punkte Q,, und Q,, der Cornu- 
schen Spirale — wie wir oben sahen — in der Nähe des 
 Frdungpunke S,, die Punkte Q, und Q, in der Nähe 

von S,. Rückt nun Punkt P der ersten Brennfläche näher, 
so wandern die Punkte Q,, und Q,, auf dem zugehörigen Zweige 
der Spirale zur Spitze, d.h. zum Punkte (0,0) der komplexen 
Ebene hin, während Q,, und Q,, wegen der sehr großen Ent- 
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in den ersten hineingewandert ist. Wir nehmen nun den Ab- 
stand der beiden Brennflächen als so groß an, daß sich Q,, 
noch in der Nähe von S,, Q, in der Nähe von S, befindet, we 
wenn bereits Q,, in die Nähe von S,, Q,, in die Nähe von S, 
gelangt ist. Beim Durchgang durch die erste Brennfläche er 
geben sich demnach unter der Annahme sehr großer Ent- — 
fernung beider Brennflächen fiir einen einzelnen „Lichtstrahl“ 
nahezu die gleichen Verhältnisse wie bei der ebenen Kreis- 
zylinderwelle.!) Das gleiche gilt dann auch beim Durchgang | 
durch die zweite Brennfläche. Die Lage der beiden sehr weit 
voneinander entfernten Brennflächen ist also — wenn ein ein- 
zelner ,,Lachtstrahl‘‘ ‘betrachtet wird — durch besonders hohe 
Maxima der Intensität ausgezeichnet. In der Nachbarschaft 
beider Brennflächen nimmt die Intensität nach beiden —— 
in Schwankungen schnell ab. 
Liegen die beiden Brennflächen jedoch nicht sehr weit aus- x 
einander, so rücken Q,, und Q,, einerseits, Q,, und Q,. anderer- 70 SER 
seits in geringem Abstande hintereinander durch die Spitze dr 
Cornuschen Spirale vom zweiten in den dritten bzw. vom 
vierten in den ersten Quadranten. Die beiden Brennflächen 
verlieren dann ihre Selbständigkeit, d.h. zwischen ihnen nimmt 
die Lichtintensität nicht — wie oben — in Schwankungen 
stark ab, sondern ist etwa von derselben Größe wie die der 
Brennflächen selbst bzw. übertrifft sie sogar noch.?) 
Bei den vorstehenden Überlegungen war nur der Anteil 
eines einzigen der durch den Aufpunkt P gehenden „Licht- 
strahlen‘‘ berücksichtigt. Wir bemerkten schon oben, daß im 
allgemeinen durch einen Punkt in der Nähe der Kaustik 
mehrere „Strahlen‘ gehen. Diese werden im Aufpunkte ver- 
schiedene Amplituden und verschiedene Phasen haben und 
durch Interferenz die dort vorhandene  Gesamtintensität er- 
geben. 
Für Aufpunkte des geometrisch-optischen Strahlenbündels, 
die in nächster Nähe der Brennflächen liegen, gilt die einfache 
Superposition der „Lichtstrahlen‘“ nicht mehr, da sich für 


1) Vgl. P. Debye, a. a. O. 8. 769. 
2) Vgl. die graphischen Darstellungen des 1. 


punkte S, bz 

- P die erste Brennfläche überschritten hat und demnach Q,, gr 

i aus dem zweiten in den dritten Quadranten, Q,, aus dem vierten 
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solche Aufpunkte die — den wesentlichsten Beitrag liefernden — 
»Polumgebungen“ der geometrisch-optischen Lichtstrahlen zum 
Teil überdecken, zum Teil auch nicht mehr vollständig dem 
Integrationsgebiete angehören. Es ergeben sich also hier ge- 
wisse Modifikationen. 

Betrachten wir noch solche Aufpunkte, die jenseits der 
Kaustik liegen und durch die kein Lichtstrahl des geo- 
metrisch-optischen Strahlenbündels hindurchgeht, wie dies 
z. B. für alle in den Gebieten 0 der Figg. 15 und 16 liegenden 
Aufpunkte der Fall ist. Für diese wird jedoch — solange sie 
der Kaustik sehr nahe liegen — die ,,Polumgebung“ der zu- 
gehörigen gedachten Lichtstrahlen!) noch zum Teil dem Inte- 
grationsgebiet angehören. Nur diese Teile liefern einen Bei- 
trag zur Integration, so daß die Fresnelschen Integrale — 
oder wenigstens das eine von ihnen — nur zwischen zwei 
Werten 


k k 


Rp + 0,| 


(bzw. s,; und s,) auszuführen sind, die das gleiche (etwa posi- 
tive) Vorzeichen haben. Rückt der Aufpunkt weiter von der 
Kaustik fort, und zwar so, daß z.B. Rp + e, sich dabei nicht 
ändert, so werden die Integrationsgrenzen s,, + 0; 54. + 0(0>0), 
woraus wegen der mit wachsender Bogenlänge zunehmenden 
Krümmung der Cornuschen Spirale eine Abnahme der In- 
tensität folgt (vgl. die analogen Betrachtungen in $ 11) 


g 14. # 


In $ 7 (Gleichung 4) haben wir die Integraldarstellung 
für ein achsensymmetrisches Strahlenbündel gegeben, dessen 
Wellenflächen den Gleichungen 


cos (8 sin? # + const) 


(1) y= sin cos (— 4 sin?# + 8 sin? + const) 
sin sing (— 4 sin? # + 3 sin? + const) 


1) Wir sagten bereits, daß wir uns die Kennfläche beliebig fort- 
gesetzt denken können, und zwar so, daß die Tangentenebene und beide 
Krümmungshalbmesser an der Fortsetzungsstelle stetig bleiben. 
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F Über den Schwingungsvorgang usw. 
und dessen Brennflächen den Gleichungen 


2 = Zbsin? | 


b 
sin? F cos p- (2 - Bein? 


bzw.iy, = 


z, = sin’ sin - (2 — 3sin? 9) z 


2 = 
genügen. Wir sahen, daß das Strahlenbiindel in erster Näherung bs Ps 
übereinstimmt mit demjenigen, dessen Brennflächen die Evo- 


lutenschalen eines Rotationsparaboloids sind. Die betreffende — 
Integraldarstellung selbst lautete 


‘sin 


gy) ue = ih Ja (kersin 9)- in 


1 
=1—— 2 4 ZU 8 
= 1 sin sin? sine # sin e—.., 


so daß wir statt (3*) zunächst schreiben können 
1 

Wir wollen nun in Hinsicht auf die Offnung unseres Strahlen- 


bündels sowie auf die x-Koordinate des Aufpunktes die Voraus- = 
setzung machen, daß im ganzen Integrationsgebiet 


(5) sin? |<1 
ist. Das ist z. B. noch der Fall, wenn wir als Öffnung des 
Strahlenbündels 20 = 85° und —100AS2pS+10014 (A= 

Wellenlänge des Lichtes, als Maßeinheit gewählt) annehmen. 
Für zp = +100% und 20 = 35° wird eee 


kzp sin°@ = + 0,000286 zp = + 0,0286. 


‘ 
% 3 
‘ 
’ 
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# 
= 
3 
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Ist die vorausgesetzte Bedingung (5) erfüllt, so kann der im 
Integranden von (4) auftretende Faktor ot . 


744 


1 


gleich 1 gesetzt werden, und wir erhalten dann: 


fhe 
2 stat 0] 
0 


Wir setzen ssin®=£. Dann wird: 


i = 9. 1, 2 

(1+ 58+ 58) 


wo wi. E=sin®. 


et | 


Wir wollen zunächst den Wert z»=b ausschließen, also 
b— zp+0 annehmen. Als neue Integrationsvariable führen 
Zp 


wir n=3&°— yp ein, wo y= ist. Dann wird 
P 


E=y2(n+y), 4 

=E+F.n+G-n, 


14+8y=F, 
gesetzt wird. Besitzt das Strahlenbiindel eine geringere 


Öffnung, so daß es genügt, -bei der oben angegebenen Trans- 
formation sin # = é statt 


W 


6: 
m 
201 
Up 
= 
if 
und: 
ki 
8 
ats 
| 
zu setzen dd = 1+3} &2) dé, so wird E=1 + y; F=1; | 
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G=0. Geniigt es bereits, dd =dE zu setzen!), so wird 
E=1; F=0;G=0. Um diese verschiedenen Fälle gemein- 
sam behandeln zu können, behalten wir vorläufig die Be- 
zeichnungen E, F,@ bei und erhalten so für up die Gleichung: 


1 He - 
sr) 


H, = }sin?@ — 
Das Argument der Besselschen Funktion J, (ko, V2(n +) ; 

können wir in die beiden Summanden 5 


=—hkorY2y und 
R 
zerlegen. Nun gilt die Beziehung 


J,(a+)= 


so daß 


> 


n=0 


worin 

ö=kopY2w. 


Setzen wir noch vorübergehend zur Abkürzung 


1) Dies können wir auch bei beliebiger Öffnung des Strahlenbündels Er 
tun, da es einem in (3) bzw. (3*) hinzutretenden Faktor cos $ entspricht, — 
was dahin gedeutet werden kann, daß auf der unendlichfernen Wellen. 
fläche eine durch cos $ bestimmte variable Intensität vorhanden ist. as 


RR 
Mm x 33 
37 
ip =the 
2 
0 
J, (korY2m + 
0 Op N yp) 
td \ V 2y n! n\" 
= N 
Wwe 
SEN + 


so wird 
ikz (1-5 ) 
6) wp=ike 2” . Pn +G > H,n'an. 
n= 


Hi, 
Bei gegebenem Aufpunkt ist > H,'n" im Intervall 
0 


H, ....H, gleichmäßig konvergent, so daß gliedweise Inte- 
gration gestattet ist. Da außerdem wegen 


die Summe > H,, 7" auch absolut konvergent ist, so dürfen 
n=U 


wir die Reihenfolge der Glieder ändern, und erhalten so für das 
in (6) auftretende Integral die folgenden sechs Integrale: 
H, H, 
Hoye | + Fe S Je Pet) dy 
H, 
? J > J 
H, 
Man erkennt leicht durch sukzessive partielle Integration, 


Ligh + (- 254” |2%An f,(— 24 9%) 


C,= C,(8) = 8, = 8, (s) 
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die Fresnelschen Integrale sind, zu nehmen für das 2 aa a 


2 ar Ms 

wenn gesetzt wird: 

— 1) 
(9) und analog 

| = O*}!}=0! =1 
(10) 


= 1; -| (z)=e?. 


Hierdurch gehen die angegebenen sechs Integrale in folgende 
neun Ausdrücke über: 


n!! ei An" 


H, - 
% . > n!! 


1)! 
+ 5 (n+ ) . 4 274 7 2iA 2) 
0 H, 


34 
H,- = @ 


C.+i-8 


(m + 1)!! ei Ant H, 
Eee 2i4 1?) 


8 * aft \2) % 
iin 
* Lin! 
ho ( 
- 
| 
ly ; 
F 
= 
+0. 
yz4 
“= (n + 1)!! ff 4, 


n*!! ir 
+E£- (— 274} : | 27 A 
H, 


(n + 1)*!! 
0 


Von diesen lassen sich nun jeweils die drei untereinander 
stehenden Summen (nach zweckentsprechender Änderung des 


Summationsbuchstabens in einigen von ihnen) zusammen- 
q 
2 - Wir erhalten zunächst, wenn wir noch als Definition 


G- 


«8 E-H, 
+G- 


e n*!! 
0 
+ G- 


ein und beachten, daß für p + 0 
J, (3) = + 


ist, so erhalten wir nach is: weiteren Umformungen, 
wenn wir noch einige unten angegebene abkürzende Be- 
zeichnungen einführen, für up: 


(12) up = #(H,) — F(H,)}, 


8) H=-y; H,=}sin?O—y 
BH) = DH) + EH) + + KW. 


Fer 


(15) 


(16) 


(17) 


| 
= 
=) 
q n 
18 
Hie 
(19 
die 
Int 
k 
(2¢ 
7 
= 
ab 
3 
ra 


te 


2n 
(2n)! Ian > 


(16) 
(17) 
(2n + 1)! {ga 2n+1° far 
x 
b-2 


Hierin sind 


(19) C, = C, Ih 


ko— 
die vom Argument H- 
Integrale. Ferner ist: 


=f, (-ikb - (-iklb — 2p) 


7 
(22) W=E-F. 2, (n + 1); n= 9; 


(23) h, =F. 6-2)’ (n + 0). 


Für die verschiedenen oben angegebenen Wertesysteme 
E, F, G, die von der Größe der Öffnung des Strahlenbündels 
abhängen, erhalten wir für g, und h, folgende Ausdrücke: 

Annalen der Physik, IV. Pre: 


i Über d 
(6 
b 
(15) 
. 
er 
e8 
ie 
74 
H, 
= 
n H V 
: 
|?) 
| 


(n $ 1) 


8 
9 (= Go) 1+y 1 
| 
1 5? 8n ö? | 
| 


is Im allgemeinen wird es geniigen, die in der letzten Spalte 
SER angegebenen Werte zu benutzen, also in der Ausgangsgleichung 
für u» das Differential d durch das Differential d (sin #) 
er ae ersetzt zu denken.!) Es vereinfachen sich dadurch die Aus- 
drücke D (H); E(H); @(H) sehr wesentlich, während K (H) =0 


zi wird. Wir erhalten so: 


6°" (8) 


ER 


ZH) = 


(18*) K(H 
Fiir ak er sei bemerkt, daß die in D(H,) und 
D(H,) auftretenden Summen von H unabhängig und dem- 
nach identisch sind, sodaß D(H,) und D(H,) bei der zahlen- 
mäßigen Auswertung zusammengefaßt werden können. Wir 
erwähnen noch, daß 
n!! 1 n*!! 1 4 
@m! “wi und Qn+i! 
“ist. Dab die in D(H), E(H), @(H) auftretenden Summen 
konvergieren, erkennt man sofort. 
Um die beim Übergang über die Kaustik längs eines 
geometrisch-optischen Lichtstrahles auftretenden Lichtverhält- 


1) Vgl. Anm. 1 auf $. 745, 


| nik 
E=1+y E=\ dit 
F=1+8y F=1 | 
G=4 o-0 
n+1 1 1 
ur 
el 
ell 
fo 
~ 
a 
|| 
> 


en 
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nisse zu betrachten, haben wir in den Formeln (12) bis (28) _ 
die Variablen x, und gp zu ersetzen durch die aus (1) sich er 
gebenden Werte 


= cos Hp- (3 sin! Fp + Bp) 
4 0p = sin Fp -(— 48in? wtp + 3sint By) 


und sodann 9, konstant zu halten und Bp zu variieren. 


a Tabelle 1. 
atl 
2° 2-4-6-8-...°2n; (n= 0, 1,25... 20) 
n! n!! 2*- ni = n*!! 
10 -10° 10 .10° 1,0 -10° 
10 10 -10° 2,0 -10° 
2,0 - 10° 3,0 - 10° 8,0 - 10° 
6,0 -10° 15 48 -10+ 
2,4 - 10+1 1,05 -10*? 3,84 10+? 
12 -10+ 9,45 -10+? 3,84 -10+3 
72 1,0395 - 10+* 4,608 -10+4 
5,04 10+3 1,3514 - 10+5 6,4512 - 10+5 
4,032 -10+4 2,0270 - 10+¢ 1,0322 - 10+7 
3,6288 - 10+5 3,4459 - 10+7 1,8579 - 10+8 
3,6288 - 10+% 6,5473 - 10+8 3,7159 - 10+® 
3,9917 - 10+7 1,3749 - 10+10 8,1750 - 10+10 
4,7900 - 10+8 3,1623 - 10+14 1,9620 - 10+12 
6,2270 - 10+® 7,9059 - 10+12 5,1012 - 10+13 
8,7178 - 10+10 2,1346 - 10+14 1,4283 - 10+15 
1,3077 - | 6,1903 - 10+15 4,2850 - 10+16 
2,0923 - 10113 | 1,9190» 10+?” 1,3712 - 10+18 
3,5569 - 10414 6,3327 - 10+18 4,6621 - 10+19 
6,4024 - 10+15 2,2164 - 10+2° 1,6783 - 10+21 
1,2165 - 10+}? 8,2008 - 10+?1 6,3777 - 10122 
2,4329 - 10+18 3,1983 - 10123 


in 
Fur die numerische Auswertung der Formeln dieses Para- kee ee 
graphen wurden verschiedene Tabellen aufgestellt, von denen = 
einige, die allgemeineres Interesse beanspruchen diirfen, nach- N Br: 
te folgend mitgeteilt seien. 
1S- x 
wee 
d 
n- 
ir 


Die EN von 


wird für ö = 0 gleich { 


1, wenn 2 = 0 
0, wenn ” > 0 


(2n — 1); 
2-4-6-8- (n = 0, 1, 2, ...., 2) 
1 1 
n! nil nl 2"-n!l 
0 1,0 1,0 10° 
1 1,0 -10° 1,0 10° 
2 50 +10-2 3,33333 - 10-1 
3 1,6667 - 10-1 6,66667 - 10-2 
4 4,1667 - 10-2 9,52381 - 10-3 
5 8,3333 - 10-3 1,05820 - 10-2 
6 1,3889 - 10-3 9,62001 - 105 
7 1,9841 - 10-4 7,40001 «10-6 
8 2,4802 - 10-5 4,93334 - 10-7 
9 2,7557 - 10-* 2,90197 - 10-8 
10 2,7557 - 10-7 1,52735 - 10-° 
11 2,5052 - 10-8 7,2731 - 10-1 
12 2,0877 - 10-9 3,1622 » 10-12 
13 1,6059 - 10-10 1,2649 - 10-13 
14 1,1471 - 10-11 4,6848 - 10-15 
15 7,6472 - 10-13 1,6154 - 10-16 
16 4,7795 - 10-14 5,2111 - 10-18 
17 2,8115 - 10-15 1,5791 - 10-19 
18 1,5619 - 10-16 4,5118 - 10-21 
8,2206 - 10-18 1,2194 - 10-2 
- 10-19 3,1267 - 10 
= 


— 
aay 
ae 
{ 3 zer 
d=1 | b=2 | d=3 = 
a 0 + 7,652 - 10-1 2,239 - 10-1 — 2,601 - 10-1 - 
Lo» 
eR se + 5,7450 - 10-2 7,056 - 10-1 + 2,1875 - 10° 
eg ee + 3,0963 - 10-4 6,800 - 10-2 -+ 1,3365 - 10° 
Aare 
7 ie + 4,3624 - 10-7 1,6026 - 10-3 + 1,7298 - 10-1 
+ 2,4537 - 10-10 1,4787 - 10-5 + 8,4456 - 10-3 
ae + 6,8517 - 10-14 6,7068 - 10-8 + 1,9884 - 10-4 
6 + 1,0851 - 10-17 1,7182 - 10-10 + 2,6249 - 10% 
a. + 1,0680 - 10-22 2,7251 - 10-13 -+ 2,1353 - 10-8 
+ 9,6881 - 10-28 2,8609 - 10-18 + 1,1464 10-10 
9 20881-1018 | 4 4.9747-10-19 
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_ 


3. (Fortsetzung.) 
= 6 = § | 
— 3,971 - 10-1 — 1,776 - 10-1 +1 ‚506 
+ 2,9128 - 100 + 5,8213 - 10-1 ~ 4,3722 
+ 8,9952 - 100 + 3,0563 - 10+1 + 5,7931 
+ 4,1889 - 100 + 4,2643 - 10+1 + 2,3891 
-+ 6,8763 - 10-1 + 1,8728 - 10+1 + 2,4726 - 1 
+ 5,3251 - 10-2 + 3,7334 - 10° + 1,0966 
+ 2,2806 - 10-8 + 4,0414 - 10-1 + 2,5755 
+ 5,9753 - 10-5 + 2,6500 - 10-2 + 3,6149 
+ 1,0286 - 10° +1,1346-10 | + 3,2852- 
+ 1,2254 - 10-8 + 3,3488-105 | + 2,0477 
+ 1,0534 10-10 + 7,1089-10-7 | + 9,1465 
0 + 3,001 - 10-1 +1,717 — 9,033 - 
1 — 7,3843 - 10° — 3,616 - 10° + 5,8644 
2 + 4,7361 - 10+1 — 5,3965 - 10+1 — 2,1774 
3 + 8,3138 - + 1,8437-10+? | + 2,2618 
4 + 1,9217 - 10+3 + 9,7649- 107° | + 3,4202 
5 + 1,7317 - 10+3 + 1,6992-10° | + 1,1323 
6 + 7,9776 - 10+2 + 1,4352-10+* | + 1,6787- 
7 + 2,1573 - 10+? -+ 6,9470-10*® | + 1,3812- 
8 + 3,7380 - 10+1 + 2,1273-10+? | 7,0609 
9 + 4,4147 - 10° +4,3999- 10? | 2,4139- 
10 + 3,7170 - 10-1 + 6,4565 10 | + 5,8140- 
n ö = 10 d=11 §=12 
0 — 2,459 - 10-1 1,712 | 44,769 - 
1 + 1,273 -10+1 + 8,4095-10° | — 6,1150 
2 — 2,745 - 10+? — 2,7525 - 10+1 + 4,7304 - 
3 — 3,0125 - 10+2 — 7,4407 - 10+° — 1,5160 
4 + 8,2788 - 10+4 + 1,2560 - 10+5 + 5,0503 
5 + 5,4037 - 10+5 + 1,8940 - 10+6 + 4,8453 - 
+ 1,3752 10+6 8,2817 - 10+° + 3,7789 - 
1 + 1,8539 - 10+* + 1,7877 - 10+7 + 1,2944 - 
8 + 1,5181 - 10+¢ + 2,2748 - 10+? + 2,5057 - 
9 + 8,2026 - 10+5 + 1,8793 - 10+7 -+ 3,0836 - 
10 + 3,0975 - 10+5 + 1,0737-10+7 | + 2,5916- 
n 5 = 13 5 = 14 d= 15 
0 + 2,069 -10- + 1,711 + 10-1 — 1,422 - 
1 — 1,8396 - 10+ — 1,4896 - 10+1 + 4,6766 - 
2 + 7,8292 - 10+? + 3,6610 - 10+? — 7,5431 - 
3 — 1,1866  10+4 + 1,2732 - 10+4 + 4,8910 - 
4 — 2,9953 - 10+5 — 8,9165 - 10+5 — 1,1613 - 
5 + 8,3939 - 10+6 + 6,4035 - 10+® — 1,3526 - 
6 + 1,3221 - 10+8 + 3,5125 - 10+8 + 6,6648 - 
1 + 7,2508 - 10+8 + 3,1952 - 10+® + 1,1150 
8 + 2,1094 - 10+9 -+ 1,3954 - 10+10 + 7,3944 - 
9 + 3,7946 - 10+9 + 3,6233. | + 2,7546- 
0 


er 6,5862 - 
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« 
Tabelle 4, 


Jon41 (0) 


[wir 


d für ö = 0 gleich 0), 


|| 3 


CAST SO 


Ss 


+++ 


- 10° 
- 1071 
- 10? 
- 10-4 
-10-* 
- 10-12 
10-14 
ö 10-7 
10-22 


+++++++++++ 


. 10° 
- 10° 
-10-1 
- 10-2 
10-3 
. 10-5 
- 10-7 
- 10-9 
10-12 
10-4 
10-77 


'8 


um un" 


— 3,2781 - 
— 1,9162 - 
+ 3,8982 - 
+ 1,8322 - 
+ 2,5161 - 
+ 1,5855 - 
+ 5,5222 - 


- 10° 
- 
-10+2 
-10+* 
-10+4 
- 1015 
«1075 
10+5 
- 1074 
- 10+4 
10+3 


; 

_ 

| | 6=2 | 6=3 

i 4,4010 10-2 1,1534 1,0173 

2 6,5199 - 10-3 3,4374 2,7819 
aa 1,6653 - 10-5 1,5018 3,9709 
1 1,4305 - 10-8 2,1320 5,3051 
en 5,5545 - 10-12 1,3502 1,7580 
1,1525 - 10-15 4,5393 3,0573 
er; 1,4252 - 10-19 9,0628 3,1371 E 
ee 1,1347 - 10-28 1,1612 2,0585 
_ 1,0114 ),1591 

ö=4 5=5 5=6 
. |e — 2,6416 - 10-1 — 1,6380 - 10° — 1,6602 - 10° 
ee, 3 + 9,1775 - 10° + 1,5200 - 10+1 + 8,2656 - 10° 
SE + 9,0181 - 10° + 5,4395 - 10+1 + 1,8771 - 10*2 
ae ~ ye + 2,3687 - 10° + 3,9717 - 10+1 + 3,4553 - 10+? 
ee + 2,6037 - 10-1 + 1,1409 - 10+2 + 2,2578 - 10+? 
ee + 1,4768 - 10-2 + 1,6483 « 10° + 7,1477 - 10+1 
ns 8 + 4,8961 - 10-4 + 1,3739 - 10-1 + 1,2826 - 10+1 
+ 1,0319 - 10-5 + 7,2224 - 10-8 + 1,4363 - 10° 
2 BR + 1,4693 - 10-7 + 2,5529 - 10-4 + 1,0743 - 10-1 die 

+ 1,4764 10-9 + 6,3595 - 10-6 + 5,6421 - 10-3 
+ 1,0905 - 10-1 + 1,1597 - 10-7 + 2,1619 - 10-4 

un 

au 
n | 5=7 | ö=8 | ö=9 de 

0 10-2 + 1,8768 - 10° + 2,2077 

10+1 — 4,9682 - — 4,3959 
10+2 + 4,0588 - 10+? — 2,1667 
Be 10+3 + 6,4033 - 10+3 + 1,4918 

es 10+3 + 1,7938 - 10+4 + 8,8103 

10+3 + 2,1155 - 10+4 + 1,8784 
A 10+2 + 1,3323 - 10+4 + 2,0371 
er. - 10+2 + 5,0790 - 10+3 + 1,3062 
aoe + 1,6837 - 10+ + 1,2690 - 10+3 + 5,4205 
Beer re + 1,6711 - 10° + 2,1995 - 10+2 + 1,5469 
en + 1,2049 - 10-1 + 2,7571 - 1011 + 3,1756 
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n ö=10 ö=11 | ö=12 

0 + 4,3470 - 10-1 — 1,9448 - 10° — 2,6808 - 10° 

1 + 1,9460 - 10+1 + 1,0085 - 10+? + 1,1238 - 10+? 
2 — 1,5607 - 10+3 — 2,5586 - 10+ — 1,2188 - 10+3 
3 + 2,0638 - 10*4 + 3,4111-10*8 — 5,8117-10+4 
4 + 3,0889 - 10+5 + 7,7074 » 10+5 -+ 1,2580 - 10+ 
5 + 1,1842 - 10+® + 5,5168 - 10+ -+ 1,9328 - 10+? 
6 + 2,1438 - 10+ + 1,6424- 10+? + 9,5087 -.10+7 
7 + 2,2240 - 10+ + 2,6811 - 10+7 + 2,4026 - 10+8 
8 + 1,4673 - 10+ + 2,7224-10+7 | + 3,6686 - 1013 
9 + 6,5907 - 1075 + 1,8589- | 3,7037 - 10+8 
10 + 2,1143 - 1075 + 8,9884 - 10+ | + 2,6229 - 10+8 
n | 5=13 | ö = 14 | ö=15 

0 — 9,1416- 10-1 + 1,8676 - 10° + 3,0765 - 10° 

1 + 2,4313 - 10° — 1,6171 - 10** — 2,1825 - 10+? 
2 3,2575 - 10+? + 7,9024 - 10+? + 6,6066 - 
3 — 1,4378-10*5 — 1,5139 - 10*5 + 5,6073 - 10+% 
4 + 7,5158 - 1015 — 2,4989 - — 8,9496 10*¢ 
5 + 5,0464 - 10+? + 9,1822 - 1017 + 8,3169 - 1017 
6 + 4,2607 - 10*8 + 1,4895 - 10*° -+ 4,0138 - 101° 
7 + 1,6575 - 10+? + 9,0103 - 10+® + 3,9166 - 10+10 
8 + 3,7429 - 10+® -+ 2,9837 - 10+10 + 1,9022 - 10+11 
9 + 5,4751 - 6,2291 - 10110 + 5,6104 - 10+11 
10 + 5,5470 - 101° + 8,8690 - 10+10 + 1,1079 - 10+12 

g 15. 


Betrachten wir speziell die Liehtverhältnisse in der durch 
die Spitze der geometrisch-optischen Kaustik gelegten achsen- 
senkrechten Ebene, so erhalten wir up entweder direkt aus 
(3*) des vorigen Paragraphen, indem wir dort zp=0 setzen 
und darauf die Integration in ähnlicher Art wie vorstehend 
ausführen, oder indem wir in den Gleichungen (12) bis (23) | 
des $ 14 x,=0 setzen. In diesem Falle haben wir zu be- © 
achten, daß jetzt 

v=0; H,=0; H,=}45sin?0; dö=0; g,=1; 
k ep n 
A, G- (n + 0); 
(#,#, G)=(1, 1, $) baw. (1, 1,0) bzw. (1, 0,0); (A), =9; = 1 


9 n (0) 1 


1 k* 0 2 1 
22, (0) = —— ( ) 


} 
Te 
ER, 
2 
x 
~ 
k 
= 
; 


Wir erhalten so für z»= 0, da D(H,)=0 und E(H)=0 
wird; 
(1) J up = u(0, op) = D(H,)+ E(H )+ EH,) 
+ K(H,) — @(H,) — K(H,); 


hons1)} 


15 e RR 
Per 
b b 


0 
1 
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> ep 
0 
1 1 h 
F = 


Setzen wir hierin wieder (E, F, G) = (1, 0, 0), so gehen 
die Formeln über in: 


up >= u (0, Op) D(H,) + E(H,) G(H,) = 
b ) 


his 


- < 


un 


| 
4 
fast); 
a 
= 
G (H,) bü 
(4) 
In 
(5) 
(6) 
>; 80 
(2) 
(3 
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Die Funktionen C, und $, sind die vom Argument 


kb ) 

— sin? @ - |/ — 

zu nehmenden Fresnelschen Integrale. Die Funktionen f,, 
und /„* sind zu nehmen vom Argument (—ik-}b-sin? 9). 


§ 16. 

Um die Lichtverhältnisse auf der Achse des Strahlen- — 
bündels zu erhalten, haben wir entweder in (3*) des § 14 © 
op =0, also Jy(kepsin d) =1 zu setzen und sodann das 
Integral auszuwerten oder in den Formeln (12) bis (23) ds _ 
$14 0, = 0 zu setzen. Wir erhalten so, daö=0 wird: 


i 


K(H) = 


so daß sich für u, ergibt: 


(1) Up = u(xp, 0) = ”) -{F(H,) — F(H,)}, 
worin 


(2) H, =— H, = — w, 


b- zp 


G 
- 
un 
3 
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Die Fresnelschen Integrale C, und S, sind wieder zy 


(4 


Setzen wir wieder E=1; F = 0; G=0, so ergibt sich 
‚statt (3): 


: Betrachten wir (3*) und (3), so erkennen wir sofort, daß 
- oe die fortgelassenen Glieder klein sind gegen das in (3*) stehen- 
Be - gebliebene Glied, da bei diesem im Nenner das Glied Yb — ap, 
Se bei den vernachlässigten dagegen (b— ap) bzw. (b — 2)” 
; BEN und höhere Potenzen von (b — xp) auftreten. 

nr Setzen wir (3*) in (1) ein, so erhalten wir für up = u (tp, 0) 


i. iy _ wenn wir (1) etwas anders schreiben: 


’ 


_ Hier kann (b — zp) auch negative Werte annehmen, es können 
also s, und s, auch imaginär werden. Beachten wir nun, daß 
=i: Cu (a) und S, a) = —i-S,(«) ist, so können 


nehmen von 4 (9) 
un 
we 
(V 
Es 
en 
Ke 
Pe 
rs 
ve 
ze 
de 
(4) 4 8 of 
a b-ap Va di 

1 2 
= |i sin? O — —_—__}- -(b — ; 
d 
p 
N 

d 
0 ik-1sin?Q P 2 bez d 
om up = u(zxp,0) =ihk-}sin?O-e P é 
P k 


ud im Exponenten des Integranden das +-Zeichen gilt, — 
wenn (b — xp) > 0, dagegen das —-Zeichen, wenn (b — zp) <0. 
(Vergleiche hierzu Gleichung (2*) des § 11 und (4) des $12. | ir 
Es ist zu beachten, daß das hier auftretende b dem — o„dort | 
entspricht, wie ein Vergleich der Gleichungen der zugehörigen 
Kennflächen zeigt.) 


§ 17. 


Wir können unter Benutzung von (7), (8), (9) des vorigen 
Paragraphen und der Cornuschen Spiralen schon ohne nume- 
rische Rechnung einen gewissen Einblick in die Lichtintensitäts- = 
verhältnisse auf der Achse des Strahlenbündels bekommen. Be- 
zeichnen wir wieder den absoluten Betrag der Verbindungslinie 
der beiden durch s, bzw. s, bestimmten Punkte der Cornuschen 
Spirale durch a, so ist die Intensität proportional dem Aus- 


druck (= 


optischen Kaustik, wird s,;=0 und ,=}sin?®- y2 Urs 
wenn wir noch zp und b in Wellenlängen als Maßeinheit 
gemessen denken. Nehmen wir nun b so groß an, daß | 
wir in der Nähe der Spitze der Kaustik!) Y2|b—ap| in 
erster Näherung gleich Y2|b| setzen dürfen, so sehen wir, 
daß beim Fortschreiten des Aufpunktes in Richtung positiver 
z-Werte, also ins Innere der Kaustik hinein, der dem Werte s, | 
entsprechende Punkt Q, (b als positiv vorausgesetzt) auf 
dem in dritten Quadranten liegenden Zweige vom Null- — 
punkt fortwandert, während ihm in einer gewissen, in erster id 
Näherung konstant bleibenden Entfernung | 
— 8, = 4sin?9 — = 
der dem Werte s, entsprechende Punkt Q, folgt. 
dagegen der Aufpunkt in Richtung negativer z-Werte tort, 
entfernt er sich also mehr und mehr von der Kaustik, so 
wandert Q, auf dem in ersten Quadranten liegenden Zweige — 
vom Nullpunkte fort und folgt dem ihm in nahezu konstantem 2 
Abstande } sin? O-y2]b — vorhergehenden Punkte Q, 


-). Für zp = 0, also in der Spitze der geometrisch- 


1) Wir wollen bei diesen Überlegungen als „Kaustik“ die nicht 
Schale der Kaustik verstehen. 
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Man erkennt nun leicht, daß in diesem Falle die Intensität 
mehr und mehr abnimmt. Je nach der Größe des Wertes 5 
werden sich hierbei jedoch kleine Maxima und Minima, also 
geringe Schwankungen der Intensität ausprägen. Das Auf- 
treten der Maxima und Minima erkennt man leicht durch 
folgende Überlegung. Da die Krümmung der Cornuschen 


er Spirale zum Windungspunkte hin ständig zunimmt, so werden 
Sa sich bei nahezu konstantem Abstande der Punkte Q, und Q, 
in gewisser Reihenfolge die beiden Extremlagen der Punkte Q, 
m; und Q, ergeben: 1. Die Verbindungslinie der beiden Punkte 
oe geht durch den Windungspunkt hindurch; 2. Die Verlängerung 
a dieser Verbindungslinie geht durch den Windungspunkt hin- 
| durch. Da die Intensität in erster Näherung dem Quadrat 
er der Länge der Verbindungslinie Q, Q, proportional ist!), so ent- 
Er spricht der ersten der beiden angegebenen Extremlagen ein 


Maximum, der zweiten ein Minimum der Intensität. 


fi Wandert hingegen der Aufpunkt auf der Achse des Biindels 
ee in das Innere der Kaustik hinein, so schreitet — wie wir 
iss sahen — der Punkt Q, auf dem im dritten Quadranten liegen- 


den Zweige der Cornuschen Spirale fort. Da also jetzt Q, 
und Q, in verschiedenen Quadranten liegen, so wird a, und 
mithin die Intensität größere Werte annehmen?) als in der 
Spitze der Kaustik. Eine besonders ausgezeichnete Lage der 
Punkte Q, und Q, ist diejenige, bei der die Verbindungslinie 
x durch den Nullpunkt der komplexen Ebene der Cornuschen 
pirale hindurchgeht, bei der also 


sin? 
4 + sin? © 


ist. Diesen Punkt x, können wir etwa als Symmetriepunkt 
des Strahlenbündels betrachten und ihn dem Brennpunkt einer 
Kugelwelle als Analogon gegenüberstellen. Das soll jedoch nicht 
heißen, daß in ihm die Intensität in allen Fällen ein Maximum 
ist, sondern nur, daß auf beiden Seiten von ihm auf der Achse 
die Lichtverhältnisse annähernd symmetrisch sind. Ob im 
sin? © 
Punkte Lp = b- 6 
ist, oder ob in ihm selbst ein Minimum liegt, das beiderseits 


ein Intensitätsmaximum vorhanden 


1) Die Bogenlänge Q, i Qe war in erster Näherung konstant. 
2) Da wir b als groß annahmen. 
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in mehr oder weniger großem Abstande von Intensitätsmaxima 
umgeben ist, hängt von der Größe 


ab. Hat diese etwa den Wert 3,8, so liegt bei s, = — s, der 
Punkt Q, in — 1,9, der Punkt Q, in +1,9 der Cornuschen 
Spirale. Wandert nun z. B. Q, zum Werte — 1,3, so wandert 
Q, zum Werte + 2,5. Wandert umgekehrt Q, zum Werte 
— 2,5, so wandert Q, zum Werte + 1,3. Man sieht nun sofort, 
daß die Verbindungslinie der Punkte — 1,3 und + 2,5 bzw. 
—2,5 und +1,3 größer ist als die der Punkte — 1,9 und. 
+1,9. In diesem Falle ist also die Intensität in dem Sym- © 
metriepunkte kleiner als in der Umgebung. Setzen wir dagegen 


die Größe 4 sin?©-y2 |b — x,| = 2,7, so erkennt man ebenso, 
sin? 9 


T+ ein Inten 


daß jetzt im Symmetriepunkte rp =b- 
sititsmaximum vorhanden ist.!) 

Wir erwähnen noch besonders, daß der Symmetriepunkt, 
den wir dem Brennpunkte einer Kugelwelle gegenüberstellten, 
im Innern der Kaustik liegt. 


§ 18. 

Wir geben den Wert von wp für die durch den Symmetrie- 
punkt gehende achsensenkrechte Ebene, da diese der durch 
den Brennpunkt einer Kugelwelle gehenden achsensenkrechten 5 
Ebene entspricht. Für diesen Fall wird H, =—H,. Es wird 
demnach G (H,) = G(H,); K(H,) = K(H,); DH)=- DH); 
E(H,) = — E(H,), so daß sich für diese spezielle ausgezeichnete _ 
Ebene ergibt 


(1) 0). 2. {D(H )+ Eu, }, 


wo H, = 4sin?© und D(H,) bzw. E(H,) sich aus (15) bzw. (16) 
oder (15*) bzw. (16*) des $ 14 ergibt. ? 
g 19. 


Bei der allgemeinen Auswertung von (3*) des $ 14 hatten : 
wir den Wert zp = + b ausgeschlossen, um zu erreichen, daß 


1) Die Werte b = 1800 A; sin 9 =0,3, die wir unseren zahlenmäßigen is 
Berechnungen zugrunde legten, entsprechen zufällig dem Falle = 


4sin?@ . V2|b — x,| = 4 sin? 0. Y2|b| = 2,7. 
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J. Picht. 


y= Pe endlich bleibt. Wir betrachten jetzt noch diesen 
P 

_ Ausnahmefall. Setzen wir in (3*) des § 14 ap = + b, so er. 
halten wir in derselben Näherung wie oben 


ik. 


= u(b, 07) mik- ett? kersin sin 
0 


Wir setzen und entwickeln Jo (k ®) 
= J,(kopY2L) nach Potenzen von ko» Y2L. Wir erhalten 


z 
1\2 \" 
Up = u(b, Op) (x) (- =") 
0 
+ onde, 
wo sin? 0. 

Der Formel (1) entspricht für den in $ 14 durch (E, F, 6) 
= (1, 0, 0) gekennzeichneten Fall, daß in (8*) des $ 14 dé 
Pe, durch d (sin 9) = cos 8d # ersetzt werden darf, die etwas 
einfachere Darstellung 


z 
up = u(b, op) =ik- > (a) (- 
v 0 


_ Wir begnügen uns damit, (1*) genauer auszuwerten, da die 
A Auswertung von (1) in genau derselben Art zu erfolgen hätte, 
Nun ist — wie man leicht nachprüft — 


z ; 
fe- = (+ ing), 4 
0 


n! 
(+ikbZ 
wo wieder [vgl. (11) des § 14] N 


4@)= (2) = €; 


wil 
(8) 


ist 


so 
(6) 
a! 
9) 
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ia lie 
Definieren ı tr 
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so daß wir statt (2) auch schreiben können 
z 


Für up = u(b, ep) erhalten wir so, wenn wir noch Z = }sin?O 
setzen 
ikb (1- 6) 


e 1 . 
| ikb- 


Wir können (7) noch in anderer Form schreiben, wenn — 
wir (2) nicht umformen und beachten, daß 


ist. Wir erhalten dann 


eikb 
u(b, er) = 


isp ep - ist n 
4 (i :J (kopsin . 
0 
Für op= 0, also auf der Achse im Punkte rp= + b, folgt 
‘ P 
(10) 


Wir betrachten noch den Fall, daß |x>|>b ist, so daßb — 
gegen 2p vernachlässigt werden kann. Wir beschränken uns 
auf solche Aufpunkte, die auf der Achse des Strahlenbiindels | 
liegen, für welche also op=0 ist, und schließen unsere Be- 
trachtungen an (3*) bzw. (7) des $ 16 an. Beachten wir, daß 
wir in erster Näherung bei großen Argumenten von C,, und 
8, schreiben dürfen 


1 
(= 0,5 + sinZau; 
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so erhalten wir nach einigen Umformungen aus (3*) oder auch es} 


J. Picht. 


ee aus (7) des § 16 sowohl für positive als auch für negative 


Werte von Lp A 

& x: ikzp -ikzp (5 + g inte) q 
e e 

(u@>,0)) = |1- i 
wot wir in erster Näherung auch schreiben dürfen a 
1 i ikrp » 
(u (2,0) = le 2 


Diese Formel stimmt überein mit der von Debye angegebenen 
Lösung für Aufpunkte, die auf der Achse einer kreiskegel- 
förmig begrenzten Kugelwelle liegen, wie es bei der an- 
gegebenen Voraussetzung |zp|>b zu erwarten war. 


§ 21. 
Unter Benutzung der in den vorhergehenden Paragraphen 


abgeleiteten Formeln haben wir für ein Strahlenbündel, dessen 
Wellen- und Brennflächen den Gleichungen (1) und (2) des 


—6©§ 14 genügen, und das durch die Integraldarstellung 
45 


z 


in| cos y sind corp +=, sind sing + sint | 
-cost- sind diddy, 


1 
ik| x cosd+ 8 beine] 


‘| 
ik» | 
j 


Il 


‘cos iF-sin dit dp 


gegeben ist, unter der speziellen Annahme b = 1800 2, sin =0,3 
.— was ungefähr einem Achsenwinkel von 17,50 (Gesamt- 
 öffnung 35°) entspricht — die Intensitätsverhältnisse auf der 
Win 3 Achse sowie in verschiedenen achsensenkrechten Ebenen be- 
A Be rechnet und in den Figg. 18—28 graphisch dargestellt. Die 
> mae Fig. 17 gibt uns zunächst nochmals eine Zeichnung der 
5 a  Kaustik (vgl. Fig. 4) unseres Strahlenbiindels, und zwar ent- 
sprechend unseren speziellen Annahmen b = 1800 A; sin © =0,3.}) 
Man erkennt, daß bei dem gewählten Öffnungswinkel die 
kr: Brennfläche noch vollständig derjenigen ähnlich ist, die einem 
Rotationsparaboloid als Kennfläche entspricht. Der Einfluß 
APRES 2 der „sphärischen Korrektion‘ (s. 0.) macht sich bei dem ge- 
“ig te: wählten b erst bei größerer Öffnung bemerkbar.?) Die in dieser 


1) Für A = 6 » 10° cm wird 6 = 1,08 mm. 
2) Vgl. „Zusatz bei der Korrektur“ S. 781 sowie Fig. 37. 
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Figur gestrichelt gezeichneten achsensenkrechten Linien geben 
die Lage derjenigen achsensenkrechten Ebenen, für die die 
Intensität in den Figg. 19—28 ist. Die 


fe 


r 
= 


strahlen schneiden die Achse des Strahlenbündels in einer 
Entfernung xp = 77,27 4 von der Spitze der einen Schale der 
Kaustik, d. h. von dem Brennpunkte der paraxialen Strahlen, 

Annalen der Physik. IV. Folge. 77. 


e 
2 
r 
er 


Das Stück der Achse, das zwischen dieser Spitze und dem ge. 
nannten Schnittpunkt xp = 77,27 A der Randstrahlen liegt, 
bildet die zweite (ausgeartete) Schale der Kaustik. 
r ar Fig. 18 zeigt uns die Intensitätsverteilung längs der Achse 
Fe des Strahlenbiindels. Wir erkennen zunächst die bereits im $17 
unter Benutzung der Cornuschen Spirale kurz besprochenen all- 
gemeinen Erscheinungen. 1) Der „Symmetriepunkt“, der hier bei 
= 39,6 A liegt, ist in diesem Falle durch ein Intensitäts- 
maximum ausgezeichnet. Auch erkennt man seine Eigenschaft 
BIS ie als Symmetriepunkt, wenigstens — wie wir bereits oben be- 
 merkten — in gewisser Näherung. Außerdem sehen wir, daß 
: dieses Hauptmaximum ungefähr in der Mitte der ausgearteten 
 Sehale der geometrisch-optischen Kaustik liegt. In Fig. 85 
haben wir noch die Intensitätsverteilung längs der Achse eines 


+20 


EZ, 
Fig. 19. 


0 sphärischen Strahlenbündels von gleichem Öffnungswinkel auf- 
es getragen, um so gewisse Vergleiche zwischen dem sphärischen 
und dem asphärischen Strahlenbündel zu ermöglichen. Der 
Ss Pye Maßstab der Intensität ist in beiden Fällen (und gleichfalls 
— im den übrigen Figg. 19—28 und 31—36) der gleiche. Wir er- 
BB Se sehen, daß in dem behandelten asphärischen Strahlenbündel 

Bi E das Maximum der axialen Intensität etwas weniger als den 
halben Betrag der entsprechenden Intensität des sphärischen 
ie Strahlenbündels hat. Ferner sehen wir, daß die Entfernung 
der Intensitätsmaxima und -minima von dem Hauptmaximum 
tates bei beiden Strahlenbiindeln etwa den gleichen Betrag hat, ab- 
5 5 Er gesehen von dem ersten Minimum und dem darauf folgenden 
| Maximum bei der sphärischen Welle, da bei der asphärischen 
Welle das erste Minimum durch einen Wendepunkt ersetzt ist. 

Fig. 19 zeigt die Intensitätsverteilung in der durch die 
Spitze der Kaustik gehenden achsensenkrechten Ebene. Wit 
erkennen, daß die Helligkeit in der Mitte, d.h. in der Spitze 
der Kaustik etwas geringer ist als in nr hain. Der 


1) Vgl. hierzu die dortigen Ausführungen, 
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Uber den 


Unterschied ist jedoch nur sehr gering. Die Intensität nimmt 
in einiger Entfernung vom Achsenschnittpunkt schnell ab, 
bleibt dann aber noch auf größere Entfernung hin merklich 
von Null verschieden. Dies entspricht der Tatsache, daß die 
Bandstrahlen des Bündels diese Ebene erst bei 9 = 24,32 
schneiden. 

In Fig. 20 ist die Intensität in derjenigen achsensenkrechten 
Ebene dargestellt, die von der Spitze der Kaustik die Ent- 
fernung + 16,85 A hat (vgl. Fig. 17). Hier ist die Helligkeit 
in der Mitte, also i im Sehnitt mit der Achse, am größten, nimmt 


? 
4 


dann ne ab, erreicht bei o x 2,8 iki ein Minimum, dem bei 
o=4Acin kaum merkbares Maximum folgt. Auch hier bleibt 
die Intensität noch auf größere Entfernung hin merklich von- 
Null verschieden. Die Randstrahlen schneiden diese Ebene 
bier 19 2. 

Fig. 21 gibt uns die Intensitätsverteilung in der durch den 
Symmetriepunkt (hier: das Hauptmaximum der axialen 
Intensität) gelegten achsensenkrechten Ebene. Als Vergleich 
diene Fig. 36, die die Intensitätsverteilung in der entsprechen- 
den achsensenkrechten Ebene einer sphärischen Welle, der 
Brennpunktsebene ‘zeigt. Auffallend in Fig. 21 ist besonders, 
daß sich der Schnitt der betreffenden Ebene mit der geo- 
metrisch-optischen Kaustik nicht besonders ausprägt, wenn 
man nicht die Lage des ersten Nebenmaximums, dessen Ent- 
fernung von der Achse etwa dem Schnitt mit der geometrisch- 
optischen Kaustik entspricht, als deren wellentheoretischen 
Ausdruck ansprechen will. Doch müssen wir es offen lassen, __ 
ob diese ES in der Lage allgemein gültig ist oder 
57* 
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nur als Folge der speziellen Wahl der Werte von b und © zu 
betrachten ist. E 

Eine Lichtverteilung, die der der vorigen Ebene ähnlich 
ist, zeigt auch die Fig. 22, die für eine achsensenkrechte Ebene 
gilt, deren Entfernung von der Spitze der Kaustik 50 A beträgt. 
Dise Ebene wird von der geometrisch-optischen Kaustik 
beio = 4,5 A, von den Randstrahlen bei @ = 8,5 A geschnitten. 

Auch die Verteilung der Lichtintensität in der durch den 
Punkt «p= 55 A gelegten achsensenkrechten Ebene, die durch 
Fig. 23 dargestellt wird, ist noch ähnlich derjenigen der beiden 
vorher betrachteten Ebenen. Man erkennt, daß die Intensität 
gewissermaßen von der Mitte mehr und mehr nach außen 
wandert. 

Einen wesentlich anderen Anblick gewährt schon die 
Fig. 24, die für diejenige achsensenkrechte Ebene gilt, die von 
der Spitze der Kaustik etwa 592 entfernt ist und dadurch 
ausgezeichnet ist, daß sie durch die Schnittlinie der Kaustik 
mit dem Randstrahlenkegel geht. Beide schneiden also diese 
Ebene in der Kreislinie o x 5,75 A. 

Fig. 25 zeigt die Intensitätsverteilung in derjenigen achsen- 
senkrechten Ebene, die von der Spitze der Kaustik die Ent- 
fenung 66,76 A hat. Sie wird von den Randstrahlen bei 
023254 und von der Kaustik bei o%7 A geschnitten. 
Die Intensität zeigt neben dem Maximum in dem Achsen- 
schnittpunkt noch ein stark ausgeprägtes Maximum bei 
o = 4,05 A. 

Fig. 26 endlich gibt uns eine Darstellung der Intensitäts- 
verteilung in der durch den Punkt x, = 72 A gelegten achsen- 
senkrechten Ebene. Auch hier erkennt man wieder das bereits 
erwähnte scheinbare Hinauswandern der Intensität, eine Er- 
scheinung, die der geometrisch-optischen Kaustik zu ent- 
sprechen scheint. 

Außer den ziemlich weit durchgeführten Intensitäts- 
berechnungen der Ebenen x, = 0 4; rp = 16,85 A; xp = 39,61 4; 
»= 504 tp=—55A; tp=59A; tp=— 66,764; tp=—T2A 
haben wir diese noch fiir die allerniichste Achsenumgebung 
der Ebenen z»= 844; z»= 904 durchgeführt und in den 
Figg. 27 und 28 dargestellt. Wir geben nachfolgend noch eine 
tabellarische Zusammenstellung der berechneten - Intensitäts- 
werte, wobei dem Intensitätsmaximum willkürlich der Wert 100 
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zugeordnet wurde. Die Tabelle gibt also die an den einzelnen 
Punkten P= (2p, @p) herrschende Intensität in Prozenten 
des Intensitätsmaximums. Hierbei ist x, aus der 1. Zeile der 


oP ,n=0,1,2,8,....) 
n 


sich ergibt, indem man die in der 2. Zeile stehenden Werte pp/n 
mit den in der 1. Spalte stehenden Werten n multipliziert. 
Die Werte oP/n — und demnach auch die Werte gp — wurden 
so gewählt, daß ö=kor-Y2y (das Argument der Bessel- 
schen Funktionen) ganzzahlig wurde. Eine Ausnahme hiervon 
bildet die — durch Einkastelung in der Tabelle hervorgehobene 


Tabelle zu entnehmen, während o, (= n. 


— Ebene zp= 0, bei der wegen yp = — fiir alle endlichen 
op die Größe ö den Wert 0 hat. Hier ist 9p = 0,1, 2,8,.... 
gewählt worden. Die Werte xp und op (bzw. gp/n) sind in Wellen- 


längen als Maßeinheit angegeben. 


Tabelle 5. 


- | 1 | 1,157 | 0,750 0,666 | 0,634| 0,611| 0,575| 0,552 0,500 0,491 
0 |ho} 44,5 |100 |666 |50,7 |463 |41,6 |31,2 | 7,8 
1 |59,2 |340 |245 |242 254 1737 43 
2 || 7,6) 3,1 73/23 | 05 | 13 | 45 | 35 | 04 
(3 16 | 40 | 95 | 49 | 05 |15 | 09 
16 | 98 |152 |101 | 24 |33 | — 
os 11 | 40/54 | 58 | 47 | 32 | — 
lod 05 | oo | 15 | 39 | 55 | 45 los | — 
ılod — | 16/38 | 69 | 88 |172 |24 | — 
— | 15/22 | 36 | 55 | 56 | — 
— | o2 | 02 | o4 | 21 | 34 | — 
| — 04/02 | o6 | 31 |33 |46 | — 
— | 12/07 | 15 | 21 | 35 | — 
— | og |o3 |os | - 

13 | -| - | o1] 00 | oo | 21 | o9 | — 
- | - | 10 | - 
- | - | - | - | 06 | - 


Um einen vollständigen Einblick in die Lichtverhältnisse 
in der Umgebung der Kaustik zu erhalten, sind unter Be- ’ 
nutzung der aus den Figg. 18—28 ablesbaren Intensitätswerte 
in den Figg. 29 und 30 die „Kurven (Flächen) gleicher Hellig- _ 
keit‘ gezeichnet. Die Lage der geometrisch-optischen Kaustik 
wurde gleichfalls eingezeichnet. Die beiden Figg. 29 und 80 


- 
= 
<a € at 
Er 
vr. 
2 
> 
-[0] | 66,76 
¥ reg 
"ER 
#4) 
“ay 2 
\ 


unterscheiden sich nur dadurch voneinander, daß in Fig. 29 
die den Abstand von der Achse des Strahlenbündels angebenden 
Ordinatenwerte in. einer Maßeinheit eingetragen wurde, die 
gleich ist dem Fünffachen der Maßeinheit der Abszisse, während 
in der Fig. 30 für Ordinate und Abszisse die gleiche Einheit 
gewählt wurde. Die Wahl der vergrößerten Ordinateneinheit 
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Fig. 29. 


in Fig. 29 war notwendig, um die Lichtverhältnisse übersicht- 
licher darstellen zu kénnen. 

Wir ersehen aus den Figuren, die wir um die Abszissenachse 
rotiert zu denken haben, daß die Intensität vom Haupt- 
maximum, das auf der Achse des Strahlenbündels etwa in der 
Mitte der ausgearteten Kaustik liegt, nach allen Richtungen 
hin abfällt, und zwar besonders stark in Richtung senkrecht 
zur Achse des Biindels. Hier fällt es auf einer Strecke von 
etwa 1,5 bis 2 Wellenlängen von 100 Proz. auf ungefähr 8 Proz., 
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um dann jedoch wieder auf ungefähr 19 Proz. anzuwachsen. 


Dieser Ring eines relativen Inten- 
sitätsmaximums liegt bei zp= 50; 
op = 2,5 4. Ein zweiter Ring eines 
relativen Intensitätsmaximums 
liegt bei rp = 66 4; op = 4A. Hier 
steigt die Intensität auf 17 Proz. 
Ein besonders auffallendes Er- 
gebnis, auf das wir besonders 
hinweisen wollen, ist es, daß sich 
die geometrisch-optische Kaustik 
in der wellentheoretischen Be- 
trachtung fast gar nicht bemerk- 
bar macht. Der einzige Hin- 
weis auf sie scheint darin zu 
bestehen, daß die Verbindungs- 
linie der beiden Nebenmaxima 
sowie des auf der Achse liegen- 
den Wendepunktes der geome- 
trisch-optischen Kaustik ungefähr 
parallel läuft. 


Unsere Darstellung der ,,Kur- 
ven (Flächen) gleicher Hellig- 
keit“ gestattet es auch sehr 
leicht, die Lichtverteilung längst 
eines geometrisch-optischen Licht- 
strahles zu entnehmen. Wir haben 
dies für diejenigen Lichtstrahlen 
getan, die mit der Achse die 
Winkel 5°; 10°; 15°; 17,5° bilden, 
und die Ergebnisse in den Figg. 31 
bis 34 dargestellt. Die Abszisse 
gibt die auf den Strahlen von 
der Kaustik ab gemessene Ent- 
fernung, positiv gerechnet in der 
dem einfallenden Lichte entgegen- 
gesetzten Richtung, während die 
Ordinate wieder die Intensität 
in gleichem Maßstabe wie oben 
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Beachten wir, daß ein Lichtstrahl, der mit der Achse 
des Bündels einen Winkel # bildet, wobei 0 = 0 = @ ist, in zwei 
verschiedenen Punkten von den beiden Kaustikschalen — der 
ausgearteten und der nicht ausgearteten — geschnitten wird, 
so erkennen wir, daß hier die Verhältnisse etwa denen ent- 
sprechen werden, wie sie in $ 11 erörtert und durch Fig. 11 
dargestellt sind. Unsere Figg. 31—84 bestätigen diesen Schluß, 


wobei wir noch zu beachten haben, daß bei geringer Neigung 
des betrachteten Lichtstrahls gegen die Achse des Biindels 
die beiden „Brennlinien“ (vgl. $ 1, 8. 694, Anm. 2) geringen 
Abstand voneinander haben. 
§ 22. 

In $ 7, Gleichung (6) hatten wir die Integraldarstellung 
für ein Strahlenbündel gegeben, dessen Wellenflächen den 
Gleichungen 


1 
r=a-cost- [const 4. cos 29 (1— 
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Über den Schwingungsvorgang usw. 


genügen. Die betreffende Integraldarstellung lautete: 


Kugelwelle; sin = 0,8; 9, = 0. 
Fig. 85. 


Das Strahlenbündel ist ein astigmatisches. Die beiden Brenn- 
flächen haben auf der Achse des Bündels (@ = 0) den Ab- 
stand 2a. Der Koordinatenursprung des zugrunde gelegten 
Systems liegt in der Mitte zwischen den beiden Brennflächen, 
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Picht. 


Wir sahen, daß bei kleinen Werten von ©, d.h. bei geringer 
Öffnung des Strahlenbündels, dieses in erster Näherung mit 
dem in $1 behandelten astigmatischen Bündel, das in zwei 


ays 


Brennlinien konvergiert, übereinstimmt. Da sich (2) für auf 
der Achse des Bündels liegende Aufpunkte (yp = zp = 0) 
ohne irgendeine Vernachlässigung leicht auswerten läßt, so 
soll dies nachfolgend geschehen. 
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ae) Schwingungsvorgang usw. 


Wir erhalten: 


up=u(rp,0,0) = it ff 
J (ka(1 — cos Fd. 
Wir setzen (1 — cos 9) —=n. Dann wird 


H 
Up=u (zp, 0, O)=ik- .eikz,ndn 


(8°) 
+kad)" | 
(n!)? 
0 
Nun is ist. le wie oben (Gleichung (6) des $ 19) 
H 


ikzpH) 


(2n)! 
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‘{l-—e 


hen Darstellungen 


eikz - cos 0 
(4) | ur = (en 0,0) = x 


Der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder der in 
auftretenden Summe hat für n > oo den Betrag Frag 


a? 2n +1 
Die Summe konvergiert also überall. 
Daß (4) auch trotz des im Nenner une tp für 
%>,=0 endlich bleibt, erkennt man leicht daran, daß die in 
der Summe auftretende Funktion (+ 4k ap: (1 — cos 0)) 
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den Index (2n + 1) trägt, was besagt, daß in ihr das Argu- 
ment, also auch zp, in keiner niedrigeren als der (2n + 1). 
Potenz auftritt, in Übereinstimmung mit der gesamten Nenner- 
potenz von up =u (xp, 0, 0). Wir erhalten so für u (0, 0, 0) 
den Ausdruck 


(5) u(0,0,0)=ikH- 1 


übereinstimmend mit demjenigen, der sich direkt aus (3*) 
für 2,= 0 ergibt. Statt (5) können wir auch schreiben 


6%) —-u(0,0, 0) = 2% 


In Analogie zu (5) läßt sich die für beliebige Achsen- 
punkte geltende Formel (4) auch schreiben in der Form 


u(zp, 0,0) =ikH-e iy. ( 
wo 


a? 
M,(z) = 1+ + + 


H=1—cos9. 


und H = 1 — cos 9. DEREN 


Zusammenfassung. 

In der Arbeit wird zunächst für ein spezielles astigmatisches 
Strahlenbündel, das in zwei Brennlinien konvergiert, und das 
man als Annäherung eines beliebigen unendlich schmalen 
Bündels auffassen kann, eine mathematisch strenge Lösung 
der Schwingungsgleichung Au + k?u =0; (k= = gegeben. 
Die Herleitung der Lösung schließt sich an eine Arbeit von 
Debye an, in der eine Lösung der Schwingungsgleichung für 
ein stigmatisches Bündel gegeben wird. Im folgenden Para- 
graphen wird der Übergang zur Zylinderwelle vollzogen, indem 
die eine der beiden Brennlinien in das Unendliche verlegt wird. 
Im $ 3 wird gezeigt, daß jedes beliebige Strahlenbündel 
sich als ein Integralausdruck über ebene Wellen darstellen 
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läßt. Ist das betrachtete Strahlenbiindel durch eine seiner 
geometrisch-optischen Wellenflächen r = x (v, w) gegeben, deren 
Normalen R—=—N(v, w) sind, und deren Krümmungsmaß ce 
K = K (v, w) ist; ist ferner yp der den Aufpunkt angebende _ 
Vektor, so lautet die hergeleitete Formel, aus der sich die 
Lichterscheinungen im Aufpunkte P ergeben, : 
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wo die Integration über den im geometrisch-optischen Sinne _ 
belichteten Teil der gegebenen Wellenfläche, der ,,Kennflaiche 
des Strahlenbündels‘, zu erstrecken ist. Die reelle Funktion 
y(v, w) hängt von der Intensitätsverteilung auf der unendlich = 
fernen Wellenfläche ab. Su x 
Im $ 4 wird das Resultat des vorigen Paragraphen auf er 
den ebenen Fall spezialisiert und nachgewiesen, daß unser 
Ausdruck mit dem von Debye und Fischer für eine astig- 
matische Z angegebenen überein- 


ausgeht. 

Im folgenden Paragraphen wird sodann für das räumliche 
Strahlenbündel noch eine zweite Lösung gegeben, die der von 
Debye und Fischer für den ebenen Fall gegebenen analog 
ist und wie diese nicht die Gleichung der Kennfläche, sondern 
die der geometrisch-optischen Kaustik als bekannt voraus- 
setzt. Die diesbezügliche Formel lautet: 


Up= — 9(0, w), R(v, w)) +, s*(v, w)] + aR ‚ze vdw 


Hierin bedeutet rp wieder den y (v, w) 
Vektor, der zu den einzelnen Punkten der einen Schale der u Pac 
geometrisch-optischen Kaustik gehört, N (v, w) die Licht- — BR 
strahlen, die die Kaustikschale y = y (v, w) im Punkte (v, .:- 
berühren, s* = s* (v, w) = s* (8, p) die Bogenlänge der durch 
Berührungspunkt und Richtung der Lichtstrahlen .- 


2% 

ER 

von einer beliebigen, die ganze Schar der betreffenden geodä- A 

tischen Linien orthogonal schneidenden Kurve. Die Werte vr 

. . . . . . . 

(cos #, sin cos y, sin sin) sind die Richtungskosinus der 


Lichtstrahlen, (r7', 97, pp’) die Polarkoordinaten des Auf- 


punktes P, bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen Ur- legt 
sprungspunkt in dem Punkte der Kaustikschale liegt, in dem » 
diese von dem zum Wertepaare (#, 9) gehörigen Lichtstrahle Int 
berührt wird, und das aus dem ursprünglichen Koordinaten- 

system (r, 9, ~) durch Parallelverschiebung hervorgeht. Die ger 
Integration ist wieder auszufiihren iiber den ganzen dem geo- 


metrisch-optischen Strahlenbiindel entsprechenden Bereich der 
Integrationsvariablen. ere 

Im § 6 wird gezeigt, daß sich jede Integraldarstellung 
der Form 


. yo, w) dv dw, 3 


wo und 

a? + y2=1; f(v, w) und w(v, w) reell, sch 
die die allgemeine Lösung der Schwingungsgleichung ist, ein- 
deutig einem geometrisch-optischen Problem zuordnen läßt. 
Es werden Gleichungen angegeben, die diese Zuordnung für fü) 


jeden gegebenen Fall gestatten. art 
In den folgenden Paragraphen werden verschiedene aus de 
der allgemeinen Formel folgende Darstellungen spezieller Wi 
Strahlenbiindel angegeben und diese sowie auch die allgemeine dic 
Formel näher physikalisch diskutiert. Es zeigt sich u. a., be 
daß sich die Liehtverhältnisse in einem Punkte näherungsweise 
ergeben, wenn man die durch ihn hindurchgehenden geo- u 
metrisch-optischen Lichtstrahlen zur Interferenz bringt. Ferner, 
daß jeder Lichtstrahl in der Umgebung einer jeden der beiden 
vorhandenen Brennflächen eine anomale Phasenänderung vom 
Betrage 2/2 erleidet, so daß sich bei der Kugelwelle, bei der 
beide Brennflächen in einen gemeinsamen Brennpunkt aus- 
arten, die anomale Phasenänderung (der „Phasensprung‘“) z Be 
ergibt. Der Zusammenhang zwischen der Lichtintensität und „E 


dem oben angegebenen Werte u, wird diskutiert und gezeigt, de 
daß die Intensität bei nicht zu weit geöffneten Bündeln in 
erster Näherung dem Quadrat von u» proportional ist. Auf 
die in der Nachbarschaft der Kaustik vorhandenen Neben- Gl 
kaustiken wird hingewiesen. Einige graphische Darstellungen wi 
der Lichtverhältnisse in der Umgebung der Brennflächen — 
sogenannte „Lichtgebirgsquerschnitte‘““ — die unter Benutzung 
der auch bei den theoretischen Untersuchungen zugrunde ge- 
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legten Cornuschen Spirale hergestellt wurden, veranschaulichen — 
die Verhältnisse. 
Einige der speziellen Integralausdrücke, die allgemeinere _ 
Interesse besitzen, werden durch entsprechende Summen aus- 
gewertet. Auf Grund verschiedener numerischer Durch- 
rechnungen, zu deren Bewältigung zweckentsprechende Ta- 
bellen aufgestellt werden, werden auch hierfür eine Anzahl 
graphischer Darstellungen gegeben, die die verschiedenen Licht- pte 
verhältnisse veranschaulichen und die näher diskutiert werden. _ 


Es sei mir gestattet, meinem hochverehrten Lehrer, 
Hrn. Professor Dr. M. v, Laue, meinen ergebensten und herz- 
lichsten Dank auszusprechen für die Anregung zu dieser Arbeit __ 
und die Unterstützungen, die er mir nicht allein in wsen- 
schaftlicher, sondern auch ganz besonders in persönlicher Hin- 
sicht hat zuteil werden lassen, a 

Ferner gebührt mein Dank dem Kaiser WilhelmInstitut _ 
für Physik, das mir für. die weitere Ausarbeitung der Preis- _ 
arbeit Geldmittel zur Verfügung stellte, sowie dem Direktor 
des Preußischen Geodätischen Institutes zu Potsdam, Hn. 
Wirkl. Admiralitätsrat Professor Dr. E. Kohlschütter, fir $= 
die freundliche Erlaubnis, die Hilfsmittel des Institutes u ~~ 
benutzen. 

Hr. stud. phil. Fr. Bolle unterstützte mich bei den 


Potsdam, im Februar 1925. 
er Sp 
Zusatz bei der Korrektur. 


In PR geometrischen Optik ist es gebräuchlich, für die 
Beurteilung der Giite eines optischen Linsensystems dessen 
„Kurve der sphärischen Längsaberration“ anzugeben. Für das 
den Figg. 17—34 zugrunde En Strahlenbündel war die 


„sphärische Längsaberration“ gleich 2 — sin?#cos# [vgl. 8 14 


Gleichung (2)]. Die zugehörigen BEE. SP Werte sind, wenn 
wir noch 4 = 6.10”° cm setzen, für 2 BERGEN, 
o = 0° 0,000 mm 
5° 0,004 
10° 0,016 
15° 0,085 
Annalen der Physik. IV. Folge. 77. 
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= 17,5° 0,046 mm 
G0" 4 30° 0,116 „ 
90° 0,000 ,, 
Fig. 87 stellt die Kurve 
der sphärischen Längsaberration 
dar, wobei als Abszisse der Wert 
2 der Längsaberration sowohl in 
Millimetern als auch in Wellen- 
j FR Tangen angegeben ist, der zu den 
einzelnen geometrisch - optischen 
Lichtstrahlen gehört, dessen 
Achsenwinkel als Ordinate auf- 
20% getragen wurde. Fiir eine Ge- 
samtöffnung vom Achsenwinkel 
on oie: 17,5°, wie sie den Figg. 17—34 
5 entspricht, kommt nur derjenige 
a m 20 30 4004 Teil der  Aberrationskurve in 
Frage, der sich vom Nullpunkt 
bis zu der durch ein Kreuz ge- 
(A = 6 + 10° cm) 
oa Fig. 81. kennzeichneten Stelle erstreckt, 
ER. ig (Eingegangen am 25. Juni 1925.) 
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